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¢óêçóç 1. Ç Ëßæá åßíáé åðß ôïõ ðáñüíôïò óôçí ôÜîç 6-1. Ãéá êÜèå ìÝñá ðïõ åßíáé óôçí 6-1, ôçí
åðïìÝíç ìÝñá èá åßíáé åðßóçò óôçí 6-1 ìå ðéèáíüôçôá 1/2. Áëëéþò, èá ìåôáðçäÞóåé óå ìßá áðü ôéò
ôÜîåéò 6-2, 6-3, 9, Þ 15, ìå ßóåò ðéèáíüôçôåò. Ãéá êÜèå ìÝñá ðïõ åßíáé óôçí 6-3, ôçí åðïìÝíç ìÝñá
áëëÜæåé óôçí 9 ìå ðéèáíüôçôá 1/4, óôçí 6-1 ìå ðéèáíüôçôá 3/8 êáé óôçí 6-2 ìå ðéèáíüôçôá 3/8. Ãéá
êÜèå ìÝñá ðïõ åßíáé óôçí 6-2, ôçí åðïìÝíç ìÝñá áëëÜæåé óôçí 15 ìå ðéèáíüôçôá 1/2, óôçí 6-1 ìå
ðéèáíüôçôá 3/8 êáé óôçí 6-3 ìå ðéèáíüôçôá 1/8. Áí áöÞóåé ôçí ôÜîç 6 (äçëáäÞ ôéò 6-1, 6-2, Þ 6-3) äåí
èá îáíáåðéóôñÝøåé óå áõôÞ. Áí áëëÜîåé óôçí 9, èá ìåßíåé ãéá ðÜíôá óå áõôÞ. ÔÝëïò, áí áëëÜîåé óôçí
15, èá ìåßíåé ãéá ðÜíôá óå áõôÞ.

(á) Äþóôå ôï ãñÜöçìá áõôÞò ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò. Ðïéåò åßíáé ïé ìåôáâáôéêÝò, ïé Ýììïíåò êáé
ïé êáôáóôÜóåéò áðïññïöÞóåùò; Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ç Ëßæá èá öýãåé ôåëéêÜ áðü ôçí ôÜîç 6;

(â) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ç Ëßæá èá âñåèåß ôåëéêÜ óôçí ôÜîç 15;

(ã) Ðïéïò ï ìÝóïò áñéèìüò çìåñþí ìÝ÷ñéò üôïõ ç Ëßæá åãêáôáëåßøåé ôç ôÜîç 6;

ÂïÞèåéá: ×ñçóéìïðïéåßóôå ôïõò ôýðïõò ãéá ôéò ðéèáíüôçôåò áðïññïöÞóåùò êáé ôïõò ìÝóïõò ÷ñüíïõò
áðïññïöÞóåùò.

¢óêçóç 2. Èåùñåßóôå ìßá áêïëïõèßá áðü áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò Bernoulli ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò
ßóç ìå 1/4. ¸óôù Ô ôï ãåãïíüò üôé ãéá ðñþôç öïñÜ Ýñ÷åôáé åðéôõ÷ßá áìÝóùò ìåôÜ áðü åðéôõ÷ßá,
äçëáäÞ

T = min{n|Xn = Xn−1 = åðéôõ÷ßá}.
Âñåßôå ôçí ìÝóç ôéìÞ E[T ].

ÂïÞèåéá: ×ñçóéìïðïéåßóôå ìßá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá ìå ôñåéò êáôáóôÜóåéò, ôéò F, S, êáé SS (áðïôõ÷ßá,
åðéôõ÷ßá êáé äéáäï÷éêÝò åðéôõ÷ßåò ãéá ðñþôç öïñÜ, áíôßóôïé÷á.)

¢óêçóç 3. Èåùñåßóôå ôçí áëõóßäá Markov ìå êáôáóôÜóåéò {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ç ïðïßá ðåñéãñÜöåôáé
áðü ôïí áêüëïõèï ðßíáêá ìåôÜâáóçò:

P =




0.5 0.5 0 0 0 0 0
0.5 0.4 0.1 0 0 0 0
0 0.6 0.4 0 0 0 0
0 0 0.2 0.4 0.2 0.2 0
0 0 0 0.7 0 0 0.3
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0




.
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(á) Ðïéåò åßíáé ïé Ýììïíåò êáé ìåôáâáôéêÝò êáôáóôÜóåéò ôçò áëõóßäáò; Åðßóçò, ðñïóäéïñßóôå ôéò êëÜ-
óåéò åðéêïéíùíßáò êáé áí åßíáé ðåñéïäéêÝò Þ ü÷é.

(â) ÕðÜñ÷ïõí ïé ïñéáêÝò (óôÜóéìåò) ðéèáíüôçôåò äåäïìÝíïõ üôé ç äéáäéêáóßá áñ÷ßæåé óôçí êáôÜóôáóç
1; Ðïéåò åßíáé áõôÝò;

(ã) ÕðÜñ÷ïõí ïé ïñéáêÝò ðéèáíüôçôåò äåäïìÝíïõ üôé ç äéáäéêáóßá áñ÷ßæåé óôçí êáôÜóôáóç 6; Ðïéåò
åßíáé áõôÝò;

(ä) ¸óôù üôé ç äéáäéêáóßá áñ÷ßæåé óôçí êáôÜóôáóç 1 áëëÜ îåêéíÜìå íá ôçí ðáñáôçñïýìå áöïý Ý÷åé
ìðåé óå steady-state. (i) Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá üôé ç êáôÜóôáóç áõîÜíåôáé êáôÜ Ýíá óôçí åðüìåíç
ìåôÜâáóç. (ii) Âñåßôå ôçí äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá üôé ç äéáäéêáóßá âñéóêüôáí óôçí êáôÜóôáóç 2
üôáí áñ÷ßóáìå íá ôçí ðáñáôçñïýìå, äåäïìÝíïõ üôé ç êáôÜóôáóç áõîÞèçêå êáôÜ Ýíá óôçí ðñþôç
ìåôÜâáóç ðïõ ðáñáôçñÞóáìå. (iii) Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá üôé ç êáôÜóôáóç áõîÞèçêå êáôÜ Ýíá óôçí
ðñþôç áëëáãÞ êáôÜóôáóçò ðïõ ðáñáôçñÞóáìå.

(å) ¸óôù üôé ç äéáäéêáóßá áñ÷ßæåé óôçí êáôÜóôáóç 4. (i) Ãéá êÜèå êëÜóç åðéêïéíùíßáò, âñåßôå ôçí
ðéèáíüôçôá üôé ôåëéêÜ ç äéáäéêáóßá èá êáôáëÞîåé óå áõôÞ. (ii) Ðïéïò åßíáé ï áíáìåíüìåíïò áñéèìüò
âçìÜôùí Ýùò ôçí ðñþôç ìåôÜâáóç ôïõ óõóôÞìáôïò óå ìßá êëÜóç åðéêïéíùíßáò;

¢óêçóç 4. ¸óôù X1 êáé X2 áíåîÜñôçôåò ôõðéêÝò êáíïíéêÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò (ô.ì.). Ïñßæïõìå ôéò
ô.ì. Y1 êáé Y2 ùò

Y1 = 2X1 + X2, Y2 = X1 −X2.

Âñåßôå ôéò E[Y1], E[Y2], cov(Y1, Y2) êáé ôçí áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò fY1,Y2 .

¢óêçóç 5. Ïé ô.ì. X êáé Y Ý÷ïõí ôçí åîÞò áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò:

fX,Y (x, y) = ce−8x2−6xy−18y2
.

Âñåßôå ôéò ìÝóåò ôéìÝò, ôéò äéáóðïñÝò, êáé ôï óõíôåëåóôÞ óõó÷Ýôéóçò ôùí X êáé Y . Åðßóçò, âñåßôå ôç
óôáèåñÜ c.


