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ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò - ÔìÞìá ÅðéóôÞìçò Õðïëïãéóôþí
ÅöáñìïóìÝíåò Óôï÷áóôéêÝò Äéáäéêáóßåò - ÔåëéêÞ ÅîÝôáóç

ÄéäÜóêùí: Ð. Ôóáêáëßäçò
ÄéÜñêåéá: 3 Ùñåò

ÈÝìá 1 - 25 ìïíÜäåò. Áößîåéò êáôÜ Poisson.

Ï Êþóôáò ðñïóðáèåß íá ðÜåé óôï ×áëÜíäñé áðü ôçí Êáôå÷Üêç. Ãíùñßæåé üôé õðÜñ÷ïõí äýï ãñáììÝò
ëåùöïñåßùí ðïõ èá ôïí ðáí óôïí ðñïïñéóìü ôïõ. Ç ìßá ãñáììÞ îåêéíÜ áðü ôï Óýíôáãìá åíþ ç
Üëëç îåêéíÜ áðü ôçí Ïìüíïéá. Ôá ëåùöïñåßá áðü ôï Óýíôáãìá êáé ôçí Ïìüíïéá êáôáöèÜíïõí óôçí
Êáôå÷Üêç ìå åêèåôéêÜ êáôáíåìçìÝíïõò êáé áíåîÜñôçôïõò ìåôáîý ôïõò ÷ñüíïõò ìåôáîý ôùí áößîåùí
ìå ìÝóåò ôéìÝò µs êáé µo, áíôßóôïé÷á. Ôá ëåùöïñåßá áðü ôï Óýíôáãìá êáé ôçí Ïìüíïéá ôáîéäåýïõí ìå
óôáèåñÝò ôá÷ýôçôåò, vs êáé vo, áíôßóôïé÷á. Ç Êáôå÷Üêç âñßóêåôáé óå áðüóôáóç ls áðü ôï Óýíôáãìá
êáé óå áðüóôáóç lo áðü ôçí Ïìüíïéá.

(á) Áí åðéëÝîïõìå ôõ÷áßá Ýíá ëåùöïñåßï ðïõ öôÜíåé óôçí Êáôå÷Üêç, ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ôï
ëåùöïñåßï Ýñ÷åôáé áðü ôï Óýíôáãìá;

(â) ÄåäïìÝíïõ üôé ï ÷ñüíïò ìåôáîý ôùí áößîåùí ôïõ ôÝôáñôïõ êáé ðÝìðôïõ ëåùöïñåßïõ, X5, åßíáé
ìåãáëýôåñïò áðü t, ðïéá ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.) ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò (ô.ì.)
X5;

(ã) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé õðÜñ÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí ëåùöïñåßï ôï ïðïßï êáôåõèýíåôáé ðñïò ôïí
Êþóôá (äçëáäÞ Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí ëåùöïñåßï ôï ïðïßï êáôåõèýíåôáé áðü ôï Óýíôáãìá Þ ôçí Ïìüíïéá
ðñïò ôçí Êáôå÷Üêç).

(ä) ¼óï ðåñéìÝíåé ôï ëåùöïñåßï, ï Êþóôáò áðïêïéìéÝôáé. ¼óï êïéìÜôáé, 4 óõíå÷üìåíá ëåùöïñåßá
ðåñíïýí. Ðïéá åßíáé ç ó.ð.ð. ôïõ ÷ñüíïõ ìåôáîý ôùí áößîåùí ôïõ ðñþôïõ êáé ôïõ ôÝôáñôïõ ëåùöï-
ñåßïõ;

(å) Óôçí óôÜóç ï Êþóôáò ðåñéìÝíåé êáé êÜðïéïí ößëï ôïõ ï ïðïßïò áñãåß íá Ýñèåé. Êáèþò âáñéÝôáé íá
ðåñéìÝíåé, ï Êþóôáò áðïöáóßæåé íá ñß÷íåé Ýíá äßêáéï êÝñìá êÜèå öïñÜ ðïõ ðåñíÜ Ýíá ëåùöïñåßï.
Ðïéá åßíáé ç ó.ð.ð. ôçò ÷ñïíéêÞò äéÜñêåéáò ìåôáîý äýï äéáäï÷éêþí "êåöáëþí";

ÈÝìá 2 - 25 ìïíÜäåò. Ìßá áðëÞ ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá.

Äßíåôáé ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò ìåôÜâáóçò ìéáò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò ôñéþí êáôáóôÜóåùí

P =




0.5 0.4 0.1
0.3 0.4 0.3
0.2 0.3 0.5


 .

(á) Äþóôå ôï ãñÜöçìá áõôÞò ôçò áëõóßäáò.

(â) Ìáêñïðñüèåóìá, ôé ðïóïóôü ôïõ ÷ñüíïõ âñßóêåôáé ç áëõóßäá óå êÜèå ìßá áðü ôéò ôñåéò êáôá-
óôÜóåéò;
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ÈÝìá 3 - 25 ìïíÜäåò. ÌïíôÝëï Ehrenfest ãéá ôçí êßíçóç ìïñßùí.

N ìðÜëåò åßíáé ìïéñáóìÝíåò óå äýï äï÷åßá. ¸óôù Xn ï áñéèìüò áðü ìðÜëåò ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôï
äï÷åßï 1 ôç óôéãìÞ n. ÄéáëÝãïõìå ôõ÷áßá ìßá áðü ôéò ìðÜëåò êáé ôçí ìåôáêéíïýìå óôï ÷ñüíï n + 1
óôï Üëëï äï÷åßï áðï áõôü ðïõ âñéóêüôáí ôç óôéãìÞ n.

(á) Ðñïóäéïñßóôå ôéò êáôáóôÜóåéò ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò {Xn, n = 0, 1, . . .}, ôéò ðéèáíüôçôåò
ìåôÜâáóçò ìåôáîý ôùí êáôáóôÜóåùí êáé äþóôå ôï ãñÜöçìá ôçò áëõóßäáò.

(â) Õðïëïãßóôå ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò áëõóßäáò.

ÈÝìá 4 - 25 ìïíÜäåò. Áðü êïéíïý êáíïíéêÝò ô.ì..

¸óôù X êáé Z áðü êïéíïý êáíïíéêÝò ô.ì. ìå ìçäåíéêÞ ìÝóç ôéìÞ êáé σ2
X = 4, σ2

Z = 17/9, êáé
E[XZ] = 2. Ïñßæïõìå ìéá íÝá ô.ì. Y = 2X − 3Z .

(á) Ðïéá åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò ô.ì. Y ;

(â) Ðïéá åßíáé ç áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôùí X êáé Y ;


