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¢óêçóç 1. ¸óôù ìßá óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá (ó.ä.) Poisson ìå ñõèìü áößîåùí λ. Ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ
(ô.ì.) N ìåôñÜ ôïí áñéèìü ôùí áößîåùí óôï äéÜóôçìá [0, t] åíþ ç ô.ì. M ìåôñÜ ôïí áñéèìü ôùí áößîåùí
óôï äéÜóôçìá [0, t + s].

(á) Âñåßôå ôçí áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôùí ô.ì. N êáé M , pN,M (n,m).
(â) Âñåßôå ôç ìÝóç ôéìÞ ôïõ ãéíïìÝíïõ ôïõò E[NM ].

¢óêçóç 2. ÐáêÝôá ôýðïõ A, B êáé C öôÜíïõí óå Ýíá êüìâï äéêôýïõ óýìöùíá ìå ôñåéò áíåîÜñôçôåò
ìåôáîý ôïõò ó.ä. Poisson ìå ñõèìïýò áößîåùí a, b êáé c [ðáêÝôá/ëåðôü ôçò þñáò], áíôßóôïé÷á. Ãéá
ôá åðüìåíá 5 õðïåñùôÞìáôá, õðïèÝôïõìå üôé ç ïõñÜ åêêåíþíåôáé áìÝóùò ìå ôçí Üöéîç 10 óõíïëéêÜ
ðáêÝôùí.

(á) Ðïéá ç (äåóìåõìÝíç) ðéèáíüôçôá, P (A), üôé Ý÷ïõìå Üöéîç ðáêÝôïõ ôýðïõ A (äåäïìÝíïõ üôé
õðÜñ÷åé Üöéîç ðáêÝôïõ). Èåùñåßóôå Ýíá äéÜóôçìá ìéêñÞò ÷ñïíéêÞò äéÜñêåéáò δ.
(â) Ðïéá ç ðéèáíüôçôá üôé, áðü ôá 10 ðñþôá ðáêÝôá ðïõ öôÜíïõí óôïí êüìâï, ìüíï ôï ðñþôï êáé
Ýíá áêüìá áðü ôá õðüëïéðá åßíáé ôýðïõ A;
(ã) Ðïéá ç ðéèáíüôçôá üôé êÜðïéï Üäåéáóìá ôçò ïõñÜò ðåñéÝ÷åé ðåíôáðëÜóéï áñéèìü ðáêÝôùí ôýðïõ
A áðü ôýðïõ B;
(ä) Õðïëïãßóôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.), ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ ôïõ ÷ñüíïõ
ìåôáîý äéáäï÷éêþí áäåéáóìÜôùí ôçò ïõñÜò.
(å) Ðïéá ç ðéèáíüôçôá üôé áêñéâþò 2 ðáêÝôá áðü êÜèå ôýðï öôÜíïõí óôïí êüìâï êáôÜ ôç äéÜñêåéá
åíüò ðåíôáëÝðôïõ.

Ãéá ôá õðüëïéðá õðïåñùôÞìáôá, õðïèÝôïõìå üôé ç ïõñÜ åêêåíþíåôáé áìÝóùò ìå ôçí Üöéîç ôñéþí
óõíïëéêÜ ðáêÝôùí ôýðïõ A.

(óô) Õðïëïãßóôå ôç ó.ð.ð., ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ ôïõ ÷ñüíïõ ìåôáîý äéáäï÷éêþí áäåéáóìÜôùí ôçò
ïõñÜò.
(æ) ¸íáò ðáñáôçñçôÞò êïéôÜ ôïí êüìâï ìßá ôõ÷áßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ, áöïý Ý÷åé áñ÷ßóåé ç äéáäéêáóßá
áößîåùí. Õðïëïãßóôå ôéò ó.ð.ð. ôùí åîÞò ô.ì.: (i) U , ôïõ ÷ñüíïõ Ýùò ôçí Üöéîç ôïõ åðüìåíïõ ðáêÝôïõ
óôïí êüìâï, (ii) V , ôïõ ÷ñüíïõ Ýùò ôï åðüìåíï Üäåéáóìá ôçò ïõñÜò.

¢óêçóç 3. Äýï ðïìðïß A êáé B óôÝëíïõí ìçíýìáôá óå Ýíá êïéíü äÝêôç óýìöùíá ìå äýï áíåîÜñôçôåò
ìåôáîý ôïõò ó.ä. Poisson ìå ñõèìïýò áðïóôïëÞò λA êáé λB , áíôßóôïé÷á. Ôá ìçíýìáôá åßíáé ôüóï
óýíôïìá ðïõ ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé êáôáëáìâÜíïõí óçìåßá óôïí Üîïíá ôïõ ÷ñüíïõ. Ï áñéèìüò
ôùí ëÝîåùí óå êÜèå ìÞíõìá (áíåîÜñôçôá áðü ôïí ðïìðü ðñïÝëåõóçò) åßíáé ô.ì. ìå ó.ð.

pW (w) =





2/6 w = 1
3/6 w = 2
1/6 w = 3
0 áëëéþò.
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(á) Ðïéá ç ðéèáíüôçôá üôé óõíïëéêÜ 9 ìçíýìáôá ëáìâÜíïíôáé óôï äÝêôç óå ÷ñïíéêü äéÜóôçìá äéÜñêåéáò
t;
(â) Âñåßôå ôç ó.ð.ð. ôçò ô.ì. X , ôïõ ÷ñüíïõ áðü ôç óôéãìÞ t = 0 Ýùò üôïõ ï äÝêôçò ëÜâåé 8 ìçíýìáôá
ìÞêïõò ôñéþí ëÝîåùí áðü ôïí ðïìðü A.
(ã) Ðïéá ç ðéèáíüôçôá üôé 8 áðü ôá åðüìåíá 12 ìçíýìáôá óôï äÝêôç ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôïí ðïìðü A;

¢óêçóç 4. ¸íáò êáêïðïéüò óêÝöôåôáé íá ëçóôÝøåé ìßá ôñÜðåæá. Áóôõíïìéêïß ðåñéðïëïýí Ýîù áðü
ôçí ôñÜðåæá óýìöùíá ìå ìßá ó.ä. Poisson ìå ñõèìü λ äéåëåýóåéò áíÜ ëåðôü. Áí êÜðïéïò áóôõíïìéêüò
ðåñÜóåé áðü ôçí ôñÜðåæá êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò ëçóôåßáò, ï êáêïðïéüò óõëëáìâÜíåôáé.

(á) Áí ï êáêïðïéüò ÷ñåéÜæåôáé t ëåðôÜ ãéá íá ëçóôÝøåé ôçí ôñÜðåæá, ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé èá
óõëëçöèåß;
(â) Ðïéá åßíáé ç áðÜíôçóç óôï (á) áí ÷ñåéÜæåôáé íá ðåñÜóïõí äýï áóôõíïìéêïß êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò
ëçóôåßáò ãéá íá óõëëçöèåß ï êáêïðïéüò.

¢óêçóç 5. ¸íáò åñãÜôçò êÜèåôáé ìðñïóôÜ áðü Ýíáí ôáéíéüäñïìï (conveyor belt) êáé ðñÝðåé íá
áöáéñåß áðü áõôüí áíôéêåßìåíá êáèþò áõôÜ ðåñíïýí áðü ìðñïóôÜ ôïõ. Ðáñáôçñåß üôé ç ðéèáíüôçôá
ìå ôçí ïðïßá áêñéâþò k áíôéêåßìåíá öôÜíïõí óå Ýíá ëåðôü äßíåôáé áðü

pK(k) =
2ke−2

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

êáé óõíåðþò õðïèÝôåé üôé ïé áößîåéò áêïëïõèïýí ìßá ó.ä. Poisson.

(á) Áí èåëÞóåé íá ôï óêÜóåé ãéá ëßãï ãéá íá êÜíåé ôóéãÜñï, ðüóï ÷ñüíï ìðïñåß íá ëåßøåé þóôå ï
ìÝóïò áñéèìüò ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ èá ðåñÜóïõí ÷ùñßò óõëëïãÞ íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü 5;

(â) Áí ëåßøåé ãéá 2 ëåðôÜ, ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé èá ÷Üóåé áêñéâþò 2 áíôéêåßìåíá óôï ðñþôï
ëåðôü êáé áêñéâþò 1 áíôéêåßìåíï óôï äåýôåñï ëåðôü;

(ã) Áí ëåßøåé ãéá 2 ëåðôÜ, ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé èá ÷Üóåé áêñéâþò 3 áíôéêåßìåíá;

(ä) ¸íá êïõäïýíé ÷ôõðÜ ìßá öïñÜ êÜèå ëåðôü ôçò þñáò. Áí ìåôáîý äýï äéáäï÷éêþí ÷ôýðùí
åìöáíßæïíôáé ðåñéóóüôåñá ôïõ åíüò áíôéêåßìåíá, ï åñãÜôçò ìðïñåß êáé ÷åéñéóôåß åðéôõ÷þò ôñßá ìüíï
áðü áõôÜ êáôáóôñÝöïíôáò ôá õðüëïéðá. Ðïéï åßíáé ôï ðïóïóôü ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ êáôáóôñÝöïíôáé;

¢óêçóç 6. (ÑïðïãåííÞôñéåò ÓõíáñôÞóåéò) (á) Ïñßæïõìå ôç ñïðÞ ôÜîåùò n ìéáò ô.ì. ùò µn = E[Zn]
(Ãéá n = 1, ðáßñíïõìå ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò ô.ì.) Äåßîôå üôé ãéá ôçí ôõðéêÞ êáíïíéêÞ ô.ì. Z ∼ N(0, 1)
éó÷ýåé üôé

µn =

{
0 ãéá n ðåñéôôü

(2k)!
2kk!

ãéá n = 2k.

ÄçëáäÞ, üëåò ïé ñïðÝò ðåñéôôÞò ôÜîåùò ôçò ôõðéêÞò êáíïíéêÞò ô.ì. ìçäåíßæïíôáé (E[Z] = E[Z3] =
. . . = E[Z2k+1] = . . . = 0). ÂïÞèåéá: Áíáðôýîôå ôç ñïðïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ôçò ôõðéêÞò êáíïíéêÞò
óôç óåéñÜ Taylor ãýñù áðü ôï 0:

E[etZ ] = et2/2 =
∞∑

n=0

(t2/2)n

n!
.

(â) Äåßîôå ðùò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ç óõíäéáóðïñÜ äýï ô.ì. X êáé Y cov(X, Y ) = E[XY ] −
E[X]E[Y ] áðü ôéò ñïðïãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò MX(s) = E[esX ], MY (t) = E[etY ] êáé MX,Y (s, t) =
E[esX+tY ].
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¢óêçóç 7. (Êåíôñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá)

Óýìöùíá ìå ôï ÊÏÈ, áí Z = X1 +X2 + · · ·+Xn, üðïõ ïé ô.ì. X1, . . . , Xn åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý
ôïõ êáé üìïéá êáôáíåìçìÝíåò ìå ìÝóç ôéìÞ µ êáé äéáóðïñÜ σ2, ç êáôáíïìÞ ôçò ô.ì. Z ðñïóåããßæåôáé
áðü ôçí êáíïíéêÞ ìå ìÝóç ôéìÞ nµ êáé äéáóðïñÜ nσ2. Ìå Üëëá ëüãéá, ç ô.ì. Z−nµ

σ
√

n
åßíáé ìßá ôõðéêÞ

êáíïíéêÞ ô.ì. (Z−nµ
σ
√

n
∼ N(0, 1).

Ï ìç÷áíéêüò ôçò õðçñåóßáò óõóôçìÜôùí êáé äéêôýùí ôïõ Õðïëïãéóôéêïý ÊÝíôñïõ ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ
ÊñÞôçò èÝëåé íá åêôéìÞóåé ôï ðïóïóôü, p, ôùí ðáêÝôùí ðëçñïöïñßáò ðïõ ôáîéäåýïõí ìÝóá áðü ôçí
ïðôéêÞ ßíá ðïõ óõíäÝåé ôçí Êíùóü êáé ôéò Âïýôåò, ôá ïðïßá åßíáé ðáêÝôá øçöéáêïý video (digital
video disk, DVD). Ï ìç÷áíéêüò ãñÜöåé Ýíá script ãéá íá åëÝãîåé óõíïëéêÜ n = 1000 ðáêÝôá, ìåôñÜåé
ôï ðëÞèïò, Sn, ôùí DVD ðáêÝôùí, êáé ÷ñçóéìïðïéåß ôç ó÷Ýóç p̂ = Sn/1000 ùò ôïí åêôéìçôÞ ôïõ
p. Ôá ðáêÝôá ðïõ åëÝã÷ïíôáé äéá÷ùñßæïíôáé áðü åêáôïíôÜäåò Üëëá ðáêÝôá, óõíåðþò åßíáé ëïãéêü
íá õðïèÝóïõìå üôé êÜèå ðáêÝôï åßíáé Ýíá DVD ðáêÝôï ìå ðéèáíüôçôá p, áíåîÜñôçôá áðü ôá Üëëá
ðáêÝôá.

(á) Ôé åßäïõò ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ åßíáé ç Sn; Ïñßóôå ðëÞñùò ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò.

(â) ÂÜóåé ôïõ Êåíôñéêïý Ïñéáêïý ÈåùñÞìáôïò, ðïéá åßíáé ç êáíïíéêÞ ðñïóÝããéóç ãéá ôçí ô.ì.
p̂ = Sn/1000;

(ã) Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá ï åêôéìçôÞò p̂ íá êÜíåé ëÜèïò ëéãüôåñï áðü 2%, äçëáäÞ õðïëïãßóôå ôçí
P (|p̂ − p| ≤ 0.02). Õðïëïãßóôå ôçí áñéèìçôéêÞ ôéìÞ áõôÞò ôçò ðéèáíüôçôáò üôáí p = 0.5 êáé üôáí
p = 0.1. Ôé ðáñáôçñåßôå; (÷ñçóéìïðïéåßóôå ôï (â) êáé üôé Φ(1.265) = 0.897, Φ(2.108) = 0.9825.)

(ä) Âñåßôå ôïí áñéèìü δ ãéá ôïí ïðïßï P (|p̂ − p|< δ) ≈ 0.99 üôáí p = 0.5 êáé üôáí p = 0.1.
(Φ(2.58) = 0.995.)


