
PANEPISTHMIO KRHTHS
Tm ma Epist mhc Upologist¸n

HY-317: Efarmosmènec Stoqastikèc DiadikasÐec - Earinì Ex�mhno 2006
Did�skwn: P. TsakalÐdhc

LÔseic Pr¸thc Seir�c Ask sewn

HmeromhnÐa An�jeshc: 13/03/2006 HmeromhnÐa Par�doshc: 27/03/2006

'Askhsh 1.

(a) To gegonìc {M = m ∩N = n} sumbaÐnei ìtan {N = n} kai {M −N = m− n}. Dhlad 
sto qronikì di�sthma apì (0, 1] èqoume n afÐxeic, en¸ sto (t, t + s] èqoume m− n afÐxeic.
Efìson ta diast mata eÐnai xèna, tìte oi N kai M-N eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc
pou akoloujoÔn Poisson katanom  me par�metro l.

Epomènwc,

pN,M (n,m) = pN (n)pM |N (M |N)

=
[(lt)ne−lt

n!

][(ls)m−ne−ls

m− n!

]
.

(b) Gia tic anex�rthtec Poisson katanomèc N,M-N isqÔei:

E[NM ] = E[N(M −N) + N2)]
= E[N ]E[M −N ] + E[N2]
= (lt)(ls) + [var(N) + E[N ]2]
= (lt)(ls) + lt + (lt)2.

'Askhsh 2.

(a) Oi treic anex�rthtec stoqastikèc diadikasÐec Poisson A,B kai C mporoÔn na sugqwneutoÔn
se mia diadikasÐa Poisson me rujmì �fixhc pakètwn an� leptì a + b + c ìpou a,b,c eÐnai oi
rujmoÐ afÐxewn twn arqik¸n diadikasi¸n A,B kai C antÐstoiqa. Gia èna di�sthma mikr c
di�rkeiac d isqÔei:

P (A) = P ({pakèto tÔpou A}|{�fixh pakètou})
=

P ({�fixh pakètou tÔpou A})
P ({�fixh pakètou})

=
ad

(a + b + c)d

=
a

a + b + c
.

(b) H pijanìthta apì ta 10 pr¸ta pakèta mìno to pr¸to kai èna akìma apì ta upìloipa eÐnai
tÔpou A eÐnai:

p = P (A)
(

9
1

)
P (A)(1− P (A))8

=
(

9
1

)
P (A)2(1− P (A))8.
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(g) To endeqìmeno k�poio �deiasma thc our�c na perièqei pentapl�sio arijmì pakètwn tÔpou
A apì tÔpou B mporeÐ na gÐnei me touc exeÐc 2 trìpouc: 5 pakèta tÔpou A, 1 pakèto tÔpou
B kai 4 tÔpou C,   0 pakèta tÔpou A, 0 pakèta tÔpou B kai 10 tÔpou C. H pijanìthta tou
zhtoÔmenou endeqìmenou eÐnai to �jroisma twn pijanot twn twn dÔo peript¸sewn. Dhlad ,

10!
5!1!4!

P (A)5P (B)P (C)4 + P (C)10,

ìpou P (A) = a
a+b+c , P (B) = b

a+b+c , P (C) = c
a+b+c .

(d) Efìson oi A,B, kai C eÐnai treic anex�rthtec stoqastikèc diadikasÐec Poisson tìte o
qrìnoc T metaxÔ diadoqik¸n adeiasm�twn thc our�c akìloujeÐ Erlang katanom  t�xhc 10
kai par�metro a+b+c. H sun�rthsh epomènwc puknìthtac pijanìthtac eÐnai:

fT (t) =

{
(a+b+c)10·t9·e−(a+b+c)t

9! t ≥ 0
0 alli¸c.

H mèsh tim  thc T (Erlang t�xhc 10 kai par�metro a+b+c) eÐnai:

E[T ] =
10

a + b + c
,

kai h diaspor� thc:

var[T ] =
10

(a + b + c)2
.

(e) 'Estw Q = {akrib¸c dÔo pakèta tÔpou A ft�noun kat� th di�rkeia enìc pentalèptou}
Y = {akrib¸c dÔo pakèta tÔpou B ft�noun kat� th di�rkeia enìc pentalèptou}
Z = {akrib¸c dÔo pakèta tÔpou C ft�noun kat� th di�rkeia enìc pentalèptou}
Ta endeqìmena A,B, C eÐnai anex�rthta epomènwc,

p = P ({akrib¸c 2 pakèta apì k�je tÔpo ft�noun sto kìmbo se 5 lept�})
= P (X)P (Y )P (Z)

=
((5a)2e−5a

2

)((5b)2e−5b

2

)((5c)2e−5c

2

)

=
(125abc)2e−5(a+b+c)

8
.

(st) O qrìnoc T, metaxÔ dÔo diadoqik¸n adeiasm�twn thc our�c eÐnai mia tuqaÐa metablht 
pou akoloujeÐ Erlang katanom  t�xhc 3 kai me par�metro a. Epomènwc h sun�rthsh
puknìthtac pijanìthtac thc T eÐnai:

pT (t) =
{

a3t2e−at
2! t ≥ 0

0 alli¸c.

H mèsh tim  thc T eÐnai:

E[T ] =
3
a
,

kai h diaspor� thc:

var[T ] =
3
a2

.
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(z) i. Efìson o qrìnoc �fixhc twn pakètwn ston kìmbo eÐnai mia diadikasÐa Poisson, o qrìnoc
mèqri thn �fixh tou epìmenou pakètou akoloujeÐ ekjetik  katanom  me par�metro a+b+c.
Epomènwc,

pU (u) =
{

(a + b + c)e−(a+b+c)u u ≥ 0
0 alli¸c.

ii. E�n h parat rhsh ègine prin thn pr¸th �fixh pakètou (tÔpou A), tìte h tuqaÐa
metablht  V akoloujeÐ trÐthc t�xhc katanom  Erlang me par�metro a. E�n h parat rhsh
ègine metaxÔ thc pr¸thc kai deÔterhc �fixhc pakètou (tÔpou A), tìte h V akoloujeÐ
deÔterhc t�xhc katanom  Erlang me par�metro a. Tèloc, an h parat rhsh ègine met� thn
deÔterh �fixh pakètou (tÔpou A), tìte h V akoloujeÐ ekjetik  katanom  me par�metro a.
Epomènwc,

pV (v) =
{

1
3

a3v2e−av

2! + 1
3a2ve−av + 1

3ae−av v ≥ 0
0 alli¸c.

'Askhsh 3.

(a) 'Estw R o arijmìc twn mhnum�twn pou èqoun lhfjeÐ se qrìno t. H R akoloujeÐ Poisson
katanom  me rujmì apostol c lA + lB. Epomènwc,

pR(9) = P ({akrib¸c 9 mhnÔmata se qrìno t})

=
((lA + lB)t)9e−(lA+lB)t

9!
.

(b) H �fixh mhnum�twn m kouc 3 lèxewn tou pompoÔ A, eÐnai mia diadiasÐa Poisson me rujmì
�fixhc λApW (3). Epomènwc, h Q eÐnai mia Erlang katanom  t�xhc 8, epomènwc,

fX(x) =
(1
6λA)8x7e−

1
6
λAx

7!
.

(g) Ta mhnÔmata pou ft�noun ston dèkth proèrqontai eÐte apì ton pompì A eÐte apì ton pompì
B. H �fixh apomènwc twn mhnum�twn eÐnai mia Bernoulli dokimasÐa. EpituqÐa sthn dokimasÐa
èqoume ìtan to m numa proèrqetai apì ton A. H pijanìthta epituqÐac sthn Bernoulli
dokimasÐa eÐnai λA

λA+λB
. O arijmìc twn suneqìmenwn epituqiwn thc Bernoulli dokimasÐac

eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ Diwnumik  katanom . Epomènwc, h pijanìthta ìti
8 apì ta epìmena 12 mhnÔmata sto dèkth proèrqontai apì ton pompì A eÐnai,

(
12
8

)( λA

λA + λB

)8( λB

λA + λB

)4
.



Efarmosmènec Stoqastikèc DiadikasÐec - 2006/Pr¸th Seir� Ask sewn 4

'Askhsh 4.

(a) O kakopoiìc sullamb�netai e�n o pr¸toc astunomikìc per�sei apì thn tr�peza se
ligìtera apì t lept�. AfoÔ o qrìnoc Y mèqri thn pr¸th �fixh akoloujeÐ ekjetik 
katanom , h zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai:

P (Y < t) =
∫ t

0
λe−λydy

= 1− e−tλ.

(b) Mac endiafèrei h pijanìthta h deÔterh �fixh astunomikoÔ na gÐnei prin th qronik  stigm  t.
GnwrÐzoume ìti o qrìnoc thc deÔterhc �fixhc akoloujeÐ Erlang katanom  t�xhc 2. H
zhtoÔmenh pijanìthta dÐnetai apì to olokl rwma thc sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac
thc Erlang katanom c t�xhc 2, dhlad 

P (Y2 < t) =
∫ t

0

λ2ye−λy

1!
dy

=
∫ t

0
λ2ye−λydy

=
∫ t

0
−λy(e−λy)′dy

= 1− (λt + 1)e−λt.

'Askhsh 5.

(a) Efìson oi afÐxeic akoloujoÔn mia stoqastik  diadikasÐa Poisson me par�metro l=2 an�
leptì, o mèsoc arijmìc antikeimènwn pou ja per�soun se t lept� eÐnai 2t. Gia na eÐnai o
mèsoc arijmìc twn antikeimènwn pou ja per�soun qwrÐc sullog  mikrìteroc apì 5, tìte
arkeÐ 2t ≤ 5 ⇔ t ≤ 2.5.

(b) Qrhsimopoi¸ntac thn anexarthsÐa twn afÐxewn antikeimènwn k�je leptì, h zhtoÔmenh
pijanìthta eÐnai:

pK(2)pK(1) =
23e−4

2
.

(g) O arijmìc twn afÐxewn se èna di�sthma 2 lept¸n eÐnai mia Poisson stoqastik  diadikasÐa
me par�metro 2λ = 4. Epomènwc, h pijanìthta 3 afÐxewn se 2 lept� eÐnai:

43e−4

3!
.

(d) O erg�thc mporeÐ na qeiristeÐ epituq¸c trÐa antikeÐmena. Epomènwc, o mèsoc arijmìc twn
antikeimènwn pou mporeÐ na qeiristeÐ epituq¸c o erg�thc se èna leptì eÐnai:

pK(1) + 2pk(2) + 3(pK(3) + pK(4) + ...)
= pK(1) + 2pk(2) + 3(1− pK(0) + 1− pK(1) + 1− pK(2))

= 3− 3pK(0)− 2pK(1)− pK(2) = 3− 9e−2.

Epomènwc,o mèsoc arijmìc twn antikeimènwn pou den mpìrese na qeiristeÐ epituq¸c o
erg�thc isoÔtai me:

λ− 3 + 9e−2 = 9e−2 − 1.

'Omwc λ = 2, epomènwc to posostì twn antikeimènwn pou katastrèfontai eÐnai 9e−2−1
2 .
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'Askhsh 6.

(a) Genik� isqÔei h isìthta:

ek =
∞∑

n=0

kn

n!

Epomènwc,

E[etZ ] = E
[ ∞∑

n=0

(tZ)n

n!

]
=

∞∑

n=0

E
[Zntn

n!

]
=

∞∑

n=0

tn

n!
E[Zn] =

∞∑

n=0

E[Zn]
n!

tn

EÐdame ìmwc ìti gia thn kanonik  katanom  me mèsh tim  0 kai diaspor� 1 isqÔei:,

MZ(t) = e
t2

2 =
∞∑

k=0

[(t2/2)k

k!

]
=

∞∑

k=0

t2k

2kk!
=

∞∑

k=0

1
2kk!

t2k

'Omwc MZ(t) = E[etZ ] epomènwc exis¸nontac touc suntelestèc twn poluwnÔmwn èqoume:

E[Zn]
n! = 0 an n perittìc

E[Zn]
n! = 1

2kk!
an n=2k.

dhlad ,
E[Zn]

n! = 0 an n perittìc

E[Zn] = 2k!
2kk!

an n=2k.

(b) GnwrÐzoume ìti h par�gwgoc thc ropogenn triac opoiasd pote tuqaÐac metablht c sto
shmeÐo mhdèn isoÔtai me thn mèsh tim  thc katanom c:

MX(s) = E[esX ] ⇒ d

ds
MX(s) = E[XesX ] ⇒ d

ds
MX(0) = E[X].

Epomènwc gia tic tuqaÐec metablhtèc X, Y isqÔoun oi sqèseic E[X] = M ′
X(0),

E[Y ] = M ′
Y (0). Ja deÐxoume ìti gia MX,Y (s, t) = E[esX+tY ] isqÔei

d2

dsdtMX,Y

∣∣∣
(0,0)

= E[XY ].

d

ds
MX,Y (s, t) = E[XesX+tY ] ⇒ d2

dsdt
MX,Y (s, t) = E[XY esX+tY ].

Gia s = t = 0 èqoume,

d2

dsdt
MX,Y

∣∣∣
(0,0)

= E[XY e0] = E[XY ].

Epomènwc,

cov(X, Y ) = E[XY ]−E[X]E[Y ] =
d2

dsdt
MX,Y

∣∣∣
(0,0)

−M ′
X(0)M ′

Y (0).
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'Askhsh 7.

(a) H tuqaÐa metablht  eÐnai thc morf c Sn = X1 + X2 + ... + X1000, ìpou

Xi =
{

1, p
0, 1− p,

dhlad  h Xi eÐnai mia Bernoulli tuqaÐa metablht  me Xi = 1 ìtan to i-ostì pakèto eÐnai
DVD pakèto. Epomènwc h tuqaÐa metablht  Sn eÐnai diwnumik  me paramètrouc n = 1000, p.

(b) H tuqaÐa metablht  diaspor� np(1− p). Epomènwc, h tuqaÐa metablht  p̂ = Sn
n èqei mèsh

tim  p, kai diaspor� p(1−p)
n . SÔmfwna me to Kentrikì Oriakì Je¸rhma, h p̂ mporeÐ na

proseggisteÐ apì thn kanonik  katanom  me µ = p, σ2 = p(1−p)
n .

(g) H zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai:

P
(
|p̂− p| ≤ δ

)
= P (−δ ≤ p̂− p ≤ δ) = P

(
− δ

√
n√

p(1− p)
≤ p̂− p

p(1−p)
n

≤ δ
√

n√
p(1− p)

)

' Φ
( δ

√
n√

p(1− p)

)
− Φ

(
− δ

√
n√

p(1− p)

)
= 2Φ

( δ
√

n√
p(1− p)

)
− 1.

Gia p = 0.5, δ = 0.02 isqÔei:

P
(
|p̂− 0.5| ≤ 0.02

)
= 2 · Φ

(0.02 · √1000√
0.5 · 0.5

)
− 1 = 2 · Φ(1.265)− 1 = 0.794 = 79.4%.

Gia p = 0.1, δ = 0.02 isqÔei:

P
(
|p̂− 0.1| ≤ 0.02

)
= 2 · Φ

(0.02 · √1000√
0.1 · 0.9

)
− 1 = 2 · Φ(2.108)− 1 = 0.965 = 96.5%.

ParathroÔme ìti ìso pio mikrì eÐnai to posostì twn pakètwn plhroforÐac, tìso
megalÔterh eÐnai h pijanìthta o ektimht c na k�nei l�joc ligìtero apì 2%.

(d) Prèpei na isqÔei:

2 · Φ
(
δ

√
1000

p(1− p)

)
− 1 = 0.99 ⇒ Φ

(
δ

√
1000

p(1− p)

)
= 0.995

⇒ δ

√
1000

p(1− p)
= 2.58 ⇒ δ = 2.58

√
p(1− p)

1000
.

Gia p = 0.5, δ = 2.58
√

0.5·0.5
1000 = 0.04.

Gia p = 0.1, δ = 2.58
√

0.1·0.9
1000 = 0.025.


