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'Askhsh 1.

Mia epituq c epÐskeyh sumbaÐnei me pijanìthta p = 3
4 · 2

3 = 1
2

(a) O K¸stac ja d¸sei to pr¸to deÐgma sthn trÐth epÐskeyh tou se spÐti, an stic dÔo pr¸tec
tou episkèyeic apotÔqei, en¸ h trÐth eÐnai epituq c. Efìson ta gegonìta eÐnai anex�rthta
metaxÔ touc, h pijanìthta thc parap�nw akoloujÐac na sumbeÐ eÐnai Ðsh me:

(1− p)(1−)p =
1
2
· 1
2
· 1
2

=
1
8

(b) To zhtoÔmeno apaiteÐ na apotÔqei na d¸sei deÐgma kat� thn ènath kai dèkath epÐskeyh kai
na epitÔqei kat� thn endèkath epÐskeyh. Gia mia diadikasÐa Bernoulli to apotèlesma aut¸n
twn tri¸n episkèyewn eÐnai anex�rthta apo ta apotelèsmata twn �llwn episkèyewn, opìte
h zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai kai p�li:

(1− p)(1−)p =
1
2
· 1
2
· 1
2

=
1
8

(g) EpijumoÔme thn pijanìthta ìpou L2, tou deutèrou bajmoÔ �fixhc qrìnou na isoÔtai me
pènte episkèyeic. GnwrÐzoume ìti pL2 eÐnai Pascal PMF, ètsi èqoume:

pL2 =
(

5− 1
2− 1

)
p2(1− p)5−2 = 4 ·

(
1
2

)5

=
1
8

(d) Ed¸ zht�me thn desmeumènh pijanìthta ìpou h peiramatik  tim  thc L2 isoÔtai me 5
dedomènou ìti eÐnai megalÔterh apì 2.

pL2|L2>2 (5|L2 > 2) =
pL2(5)

P (L2 > 2)
=

pL2(5)
1− pL2(2)

=

(
5− 1
2− 1

)
p2(1− p)5−2

1−
(

2− 1
2− 1

)
p2(1− p)0

=
4 · (1

2

)5

1− (
1
2

)2 =
1
6

(e) H pijanìthta ìpou o K¸stac ja sumplhr¸sei toul�qiston pènte episkèyeic protoÔ
qreiasteÐ nèa prom jeia isoÔtai me thn pijanìthta h peiramatik  tim  thc L2 na eÐnai
megalÔterh   Ðsh me 5.

P (L2 ≥ 5) = 1− P (L2 ≤ 4) = 1−
4∑

l=2

(
l − 1
2− 1

)
p2(1− p)l−2

= 1− (
1
2
)2 −

(
2
1

)
(
1
2
)3 −

(
3
1

)
(
1
2
)4 =

5
16
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'Askhsh 2.

(a) GnwrÐzoume ìti an koit�xoume mèsa se èna polÔ mikrì qronikì di�sthma δ, tìte:

P (A) = P ({H aÐthsh an kei ston A}|{Mia aÐthsh ft�nei})
=

P ({Mia aÐthsh apì ton A ft�nei})
P ({Mia aÐthsh ft�nei})

=
aδ

(a + b)δ

=
a

a + b

Opìte P (8 apì tic 12 ait seic eÐnai apì ton pel�th A) =
(

12
8

) (
a

a+b

)8 (
b

a+b

)4

(b) ParathroÔme dÔo pr�gmata, pr¸ton ìti zht tai h sundiasmènh diadikasÐa A kai B
(ait seic), h opoÐa èqei rujmì a + b, kai deÔteron ìti zht tai gia P (7, t) me rujmì λ = a + b.
'Etsi h ap�nthsh eÐnai:

((a + b)t)7e−(a+b)t

7!

(g) 'Eqoume ìti:

{M = m} = {m ait seic apì ton A se m + 5 sunolikèc ait seic;m + 6h aÐthsh tou B}

Qrhsimopoi¸ntac thn � èlleiyh mn mhc � thc Poisson diadikasÐac:

P (M = m) = P (m ait seic apì ton A se m + 5 sunolikèc ait seic)P (m + 6h aÐthsh eÐnai tÔpou B)

= pM (m) =
(

m + 5
5

)(
b

a + b

)6 (
a

a + b

)m

, m = 0, 1, 2, . . .

Gia na broÔme thn mèsh tim  kai thn diaspor� thc t.m. M mporoÔme eÐte na qrhsimopoi soume
thn �mesh efarmog  thc sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac, eÐte parathr¸ntac ìti:

M = X1 + X2 + · · ·+ X6

ìpou Xi eÐnai mia tuqaÐa metablht  gia to pl joc twn ait sewn met� apì thn i− 1-ost  kai
prin apì thn i-ost  aÐthsh tou B. EÐnai polÔ eÔkolo na dei kaneÐc ìti h Xi eÐnai mia IID
tuqaÐa metabl th me gewmetrik  katanom  olisjhmènh kat� 1 me par�metro
p = 1− P (A) = b

a+b . 'Etsi:

E[M ] = 6E[X] = 6(
a + b

b
− 1) =

6a

b

kai
var(M) = 6var(X) =

6a(a + b)
b2

(d) 'Eqoume ìti:

P (2 antikeÐmena zht jhkan) = P (3 antikeÐmena zht jhkan) = P (4 antikeÐmena zht jhkan) =
1
3

'Ara:

P (oi pr¸tec 4 ait seic zht�ne ton Ðdio arijmì antikeimènwn) = P (4 ait seic zht�ne 2 antik.) +
P (4 ait seic zht�ne 3 antik.) +
P (4 ait seic zht�ne 4 antik.)

= 3
(

1
3

)4

=
1
27
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(e) O eukolìteroc trìpoc gia na apant soume sto zhtoÔmeno eÐnai na skeftoÔme th di�spash
Poisson diadikasÐ¸n. MporoÔme na dhmiourg soume mia nèa diergasÐa diasp¸ntac thn
arqik  diadikasÐa A me diast mata na eÐnai 3 antikeÐmena ait seic apì to B. Parathr ste
ìti h nèa diergasÐa èqei rujmì Ðso me:

P (3 antikeÐmena ait seic) · (arqikìc rujmìc ait sewn) =
1
3
a

'Opote h Q eÐnai apl� h pèmpth t�xh erlang rv me par�metro 1
3a

fX(x) =

(
1
3a

)5
x4e−

1
3
ax

4!
, x ≥ 0

'Askhsh 3.

(a) Efìson ta liont�ria kai oi elèfantec eÐnai ta mìna z¸a pou episkèptontai to pot�mi, tìte h
diadikasÐa me thn opoÐa ta z¸a katafj�noun eÐnai h sundiasmènh diadikasÐa thc diadikasÐac
twn liontari¸n kai thc diadikasÐac twn elef�ntwn. Efìson h diadikasÐa twn liontari¸n kai
h diadikasÐa twn elef�ntwn eÐnai anex�thtec diadikasÐec tÔpou Poisson me λl = 8 kai λe = 2
antistoÐqwc, tìte kai h diadikasÐa me thn opoÐa ta z¸a katafj�noun eÐnai mia Poisson
diadikasÐa me rujmì λa = λl + λe = 10. 'Opìte o sunolikìc arijmìc twn z¸wn pou ft�noun
sto pot�mi tic treic pr¸tec ¸rec eÐnai katanemhmèna sÔmfwna me thn Poisson katanom  me
par�metro λa · 3 = 30. 'Opote:

E[o sunolikìc arijmìc twn z¸wn tic treic pr¸tec ¸rec] = λa · 3 = 30

kai
var(o sunolikìc arijmìc twn z¸wn tic treic pr¸tec ¸rec) = λa · 3 = 30

(b) K�je �fixh z¸ou mporeÐ na eÐnai eÐte h �fixh enìc elèfanta, eÐte h �fixh enìc liontarioÔ.
An upojèsoume ìti Ek dhl¸nei to gegonìc ìti to k-ostì z¸o pou ft�nei sto pot�mi eÐnai
elèfantac. GnwrÐzoÔme ìti:

P (Ek) =
λe

λl + λe
=

1
5

kai ìti ta gegonìta E1, E2, . . . eÐnai anex�rthta. Jewr¸ntac thn �fixh tou elèfanta wc
�epituqÐa� sqhmatÐzetai mia diadikasÐa Bernoulli me par�metro p = 1

5 . Profan¸c, to na
parathr soume ton trÐto elèfanta prÐn apì to ènato liont�ri eÐnai isodÔnamo me to na
parathr soume ton trÐto elèfanta prÐn apì tic 12 h ¸ra sthn parap�nw diadikasÐa
Bernoulli. An upojèsoume ìti me T3 orÐzoume thn qronik  stigm  thc �fixhc tou trÐtou
elèfanta sthn diadikasÐa Bernoulli.

P [ T3 < 12 ] =
11∑

k=3

P [ T3 = k ]

=
11∑

k=3

(
k − 1

2

)
p3(1− p)k−3

=
11∑

k=3

(
k − 1

2

)(
1
5

)3 (
4
5

)k−3

(g) Efìson h diadikasÐa �fixhc enìc liontarioÔ eÐnai anex�rthth apì thn diadikasÐa �fixhc
enìc elèfanta, tìte to gegonìc �arket� liont�ria ft�noun me to tèloc twn tri¸n wr¸n�
eÐnai anex�rthto me k�je gegonìc pou orÐzetai me thn diadikasÐa �fixhc enìc elèfanta.
'Estw T1 orÐzei thn qronik  stigm  thc pr¸thc �fixhc enìc elèfanta. Tìte h epijumht 
pijanìthta orizetai wc:

P ('Enac elèf. ft�nei thn 4h ¸ra | kanènac elèf. mèsa se 3 ¸rec) = P [ T1 ≤ 4 | T1 > 3 ]
= 1− P [ T1 > 4 | T1 > 3 ]
= 1− P [ T1 > 1 ](3)
= 1− e−2
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To b ma (3) ofeÐletai thn � èlleiyh mn mhc � thc diadikasÐac Poisson

(d) 'Opwc eÐpame kai sto er¸thma (b), jewr¸ntac thn �fixh tou elèfanta wc �epituqÐa�
sqhmatÐzoume mia diadikasÐa Bernoulli me par�metro p = 1

5 . GnwrÐzontac thn � èlleiyh
mn mhc � kai dedomènou ìti den èqoume �epituqÐa� stic pr¸tec 53 dokimèc (èqoume dei 53
liont�ria, all� ìqi elèfanta), to pl joc twn dokim¸n, X1, pou perilamb�nei kai thn pr¸th
�epituqÐa� eÐnai akìma mia gewmetrik  tuqaÐa metablht  me par�metro p = 1

5 . Efìson o
arijmìc twn �apotuqi¸n� prÐn apì thn pr¸th �epituqÐa� eÐnai h X1 − 1, tìte

E[arijmìc twn liontari¸n prin ton 1o elef.] = E[X1 − 1] =
1
p
− 1 = 4

(e) 'Estw Tl(antistoÐqwc Te) h qronik  stigm  thc pr¸thc �fixhc tou liontarioÔ (antistoÐqwc
tou elèfanta). O qrìnoc S mèqri na fwtograf sete kai liont�ri kai elèfanta isoÔtai me
max{Tl, Te}. Ekfr�zoume to S se dÔo mèrh:

S = max{Tl, Te} = min{Tl, Te}+ (max{Tl, Te} −min{Tl, Te}) = S1 + S2,

ìpou S1 = min{Tl, Te} eÐnai h qronik  stigm  thc pr¸thc �fixhc enìc z¸ou kai
S2 = max{Tl, Te} −min{Tl, Te} eÐnai o epiplèon qrìnoc mèqri kai sta dÔo eÐdh z¸wn na
katagrafeÐ mia �fixh. Efìson h diadikasÐa �fixhc eÐnai diadikasÐa Poisson me rujmì 10,

E[S1] =
1

λl + λe
.

'Oson afor� to S2 up�rqoun dÔo peript¸seic:

1. H pr¸th �fixh eÐnai enìc liontarioÔ, h opoÐa sumbaÐnei me pijanìthta λl
λl+λe

. Tìte
perimènoume gia thn �fixh enìc elèfanta, h opoÐa lamb�nei kat� mèso ìro 1

λe
qrìno.

2. H pr¸th �fixh eÐnai enìc elèfanta, h opoÐa sumbaÐnei me pijanìthta λe
λl+λe

. Tìte
perimènoume gia thn �fixh enìc elèfanta, h opoÐa lamb�nei kat� mèso ìro 1

λl
qrìno.

Lamb�nwntac ìla aut� upìyin mac, èqoume ìti:

E[S] =
1

λl + λe
+

λl

λl + λe
· 1
λe

+
λe

λl + λe
· 1
λl

=
1
10

+
4
5
· 1
2

+
1
5
· 1
8

=
21
40

.

(st) H tuqaÐa metablht  X dhl¸nei to qrìno èwc ìtou p�rei thn trÐth epituq  fwtografÐa
enìc elèfanta. Efìson h diadikasÐa �fixhc twn liontari¸n eÐnai anex�rthth apì thn
diadikasÐa �fixhc twn elef�ntwn, mporoÔme na epikentrwjoÔme sthn diadikasÐa �fixhc twn
elef�ntwn. QwrÐzoume thn diadikasÐa �fixhc twn elef�ntwn se dÔo diadikasÐec, h mia
apoteleÐtai apì tic epituqhmènec fwtografÐec twn elef�ntwn (thn opoÐa ja apokaloÔme
�diadikasÐa �fixhc epituqhmènwn fwtografi¸n me elèfantec �) kai thn �llh h opoÐa
apoteleÐtai apì tic mh epituqhmènec fwtografÐec twn elef�ntwn (thn opoÐa ja apokaloÔme
�diadikasÐa �fixhc mh epituqhmènwn fwtografi¸n me elèfantec �). Efìson h poiìthta k�je
fwtografÐac eÐnai anex�rthth apì k�je �llh, h diadikasÐa �fixhc epituqhmènwn
fwtografi¸n me elèfantec eÐnai mia diadikasÐa Poisson me par�metro λse = 0.9 · λe. Opìte,
h X eÐnai h trÐth qronik  �fixh miac diadikasÐac �fixhc epituqhmènhc fwtografÐac me
elèfanta. 'Etsi h X èqei thn akìloujh Erlang katanom :

fX(x) =

{
(0.9·2)3x2e−1.8x

2 x > 0,
0 allÐwc.


