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¢óêçóç 1. Ïé äéáäï÷éêÝò ñßøåéò åíüò íïìßóìáôïò åßíáé åîáñôçìÝíåò ìåôáîý ôïõò êáé Ý÷åé âñåèåß üôé
áêïëïõèïýí ôéò åîÞò äåóìåõìÝíåò ðéèáíüôçôåò:

P (Hn+1/Hn) = 3/4, P (Tn+1/Tn) = 2/3,

üðïõ Hn: ÊåöáëÞ óôçí n-óôÞ ñßøç êáé Tn: ÃñÜììáôá óôçí n-óôÞ ñßøç. ¸óôù üôé ç ðñþôç ñßøç
Ýöåñå êåöáëÞ.

(á) Ïñßóôå ôéò êáôáóôÜóåéò ìéáò áëõóßäáò Markov ðïõ ðåñéãñÜöåé áõôü ôï ðåßñáìá, äþóôå ôï
ãñÜöçìá ôçò áëõóßäáò, õðïëïãßóôå ôéò ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò êáé ôçí ïñéáêÞ êáôáíïìÞ.
(â) Õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá üôé èá Ýñèïõí ãñÜììáôá ãéá ðñþôç öïñÜ óôçí k-óôÞ ñßøç (k =
2, 3, 4, . . .).
(ã) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ç ñßøç 5000 èá öÝñåé êåöáëÞ;
(ä) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ïé ñßøåéò 5000 êáé 5002 èá öÝñïõí êáé ïé äýï êåöáëÞ;
(å) ¸óôù üôé ïé ñßøåéò 5001, 5002, . . . , 5000 + m öÝñíïõí üëåò ôï ßäéï áðïôÝëåóìá. Ðïéá åßíáé ç
ðéèáíüôçôá üôé üëåò ïé ñßøåéò öÝñíïõí êåöáëÞ; Õðïëïãßóôå ôï üñéï áõôÞò ôçò äåóìåõìÝíçò ðéèáíüôçôáò
êáèþò ôï m ôåßíåé óôï Üðåéñï.

¢óêçóç 2. Ìßá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá ìå åðôÜ êáôáóôÜóåéò {S1, . . . , S7} ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí
áêüëïõèï ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò:

P =




0 1 0 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0 0 0
0 1/10 4/10 2/10 0 0 3/10
0 0 0 3/4 1/4 0 0
0 0 0 1/2 1/4 1/4 0
0 0 0 0 1/2 1/2 0
0 0 0 0 0 0 1




.

Äþóôå ôï ãñÜöçìá ôçò áëõóßäáò. Áñ÷éêÜ ôï óýóôçìá âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç S3.

(á) Õðïëïãßóôå ôç äéáóðïñÜ ôçò ô.ì. J , ôïõ áñéèìïý ôùí ìåôáâÜóåùí Ýùò êáé ôçí ìåôÜâáóç êáôÜ
ôçí ïðïßá ôï óýóôçìá åãêáôáëåßðåé ïñéóôéêÜ ôçí êáôÜóôáóç S3.
(â) Õðïëïãßóôå ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò ô.ì. K, ôïõ áñéèìïý ôùí ìåôáâÜóåùí Ýùò êáé ôçí ìåôÜâáóç êáôÜ
ôçí ïðïßá ôï óýóôçìá åðéóêÝðôåôáé ôçí êáôÜóôáóç S4 ãéá ðñþôç öïñÜ.
(ã) Õðïëïãßóôå ôçí ïñéáêÞ êáôáíïìÞ ôçò áëõóßäáò, πi, i = 1, 2, . . . , 7.
(ä) ÄåäïìÝíïõ ôïõ ãåãïíüôïò üôé ôï óýóôçìá äåí èá åðéóêåöôåß ðïôÝ ôçí êáôÜóôáóç S4, õðïëïãßóôå
êáé ðÜëé ôçí ïñéáêÞ êáôáíïìÞ.
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¢óêçóç 3. Ç áðüäïóç ôçò ïìÜäáò ðïäïóöáßñïõ ôïõ ÁÑÇ åßíáé Üìåóá óõíäåäåìÝíç ìå ôï çèéêü
ôùí ðáé÷ôþí ôçò. Áí ç ïìÜäá Ý÷åé êåñäßóåé ôá ôåëåõôáßá äýï ðáé÷íßäéá, ôüôå êåñäßæåé ôï åðüìåíï
ìå ðéèáíüôçôá 0.7. Áí Ý÷åé ÷Üóåé ôï ôåëåõôáßï ðáé÷íßäé áëëÜ Ý÷åé êåñäßóåé ôï ðñï-ôåëåõôáßï, ôüôå
êåñäßæåé ôï åðüìåíï ìå ðéèáíüôçôá 0.4. Áí Ý÷åé êåñäßóåé ôï ôåëåõôáßï ðáé÷íßäé áëëÜ Ý÷åé ÷Üóåé
ôï ðñï-ôåëåõôáßï, ôüôå êåñäßæåé ôï åðüìåíï ìå ðéèáíüôçôá 0.6. ÔÝëïò, áí Ý÷åé ÷Üóåé ôá ôåëåõôáßá
äýï ðáé÷íßäéá, Ý÷åé ðéèáíüôçôá ìüíï 0.3 íá êåñäßóåé ôï åðüìåíï. ÊáíÝíá ðáé÷íßäé äåí ôåëåéþíåé óå
éóïðáëßá. ¼ôáí áñ÷ßæåôå íá ðáñáôçñåßôå, ç ïìÜäá Ý÷åé êåñäßóåé äýï äéáäï÷éêÜ ðáé÷íßäéá.

(á) Ïñßóôå ôç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá ìå ôïí ìéêñüôåñï áñéèìü êáôáóôÜóåùí ðïõ ðåñéãñÜöåé ðëÞñùò
ôçí áðüäïóç ôçò ïìÜäáò. Ïñßóôå åðáêñéâþò ôéò êáôáóôÜóåéò, äþóôå ôï ãñÜöçìá ôçò áëõóßäáò ìå ôéò
ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò êáèáñÜ ãñáììÝíåò óôéò áêìÝò, êáé ãñÜøôå ôïí áíôßóôïé÷ï ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí
ìåôÜâáóçò.

Ãéá ôéò åðüìåíåò åñùôÞóåéò, åßíáé ÷ñÞóéìï íá áñéèìÞóåôå ôéò êáôáóôÜóåéò ôéò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò.
Åðßóçò ïñßóôå ùò Xn ôï áðïôÝëåóìá ôïõ n-óôïõ ðáé÷íéäéïý.

(â) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ç ðñþôç Þôôá èá áêïëïõèçèåß áðü Üëëç ìßá Þôôá;

(ã) ¸óôù Y ï áñéèìüò ôùí ðáé÷íéäéþí ðïõ ðáßæïíôáé ìÝ÷ñé ôçí ðñþôç Þôôá ôçò ïìÜäáò (÷ùñßò íá
ìåôñÜôáé ç Þôôá). Ðïéá åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò Y ;

(ä) Õðïëïãßóôå ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò áëõóßäáò.

(å) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ç ïìÜäá èá êåñäßóåé ôï 1000-óôï ðáé÷íßäé, äåäïìÝíïõ üôé ôá áðïôåëÝóìáôá
ôïõ 1000-óôïõ êáé 1001-óôïõ ðáé÷íéäéþí åßíáé ôá ßäéá;

(óô) ¸óôù T ï áñéèìüò ôùí ðáé÷íéäéþí ìÝ÷ñé êáé ôçí 2ç óõíå÷üìåíç Þôôá ôçò ïìÜäáò. ÃñÜøôå Ýíá
óýóôçìá åîéóþóåùí ãéá ôçí åýñåóç ôïõ E[T ].

(æ) Ï ðñïðïíçôÞò áðïöáóßæåé üôé èá ðáñáéôçèåß áìÝóùò ìåôÜ ôçí 3ç óõíå÷üìåíç Þôôá ôçò ïìÜäáò.
¸óôù N ï áñéèìüò ôùí ðáé÷íéäéþí óôá ïðïßá èá êïïõôóÜñåé ôçí ïìÜäá. ÃñÜøôå Ýíá óýóôçìá
åîéóþóåùí ãéá ôçí åýñåóç ôïõ E[N ].


