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¢óêçóç 1 - ÑïðïãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò. ¸óôù Xi, 0 ≤ i< ∞, áíåîÜñôçôåò êáé üìïéá êáôáíåìçìÝíåò
ÃêáïõóéáíÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò (ô.ì.) ìå Xi ∼ N(0, σ2). Ïñßæïõìå ôçí íÝá ô.ì. Y ùò

Y =
∞∑

k=0

Xkr
k,

üðïõ |r|< 1.

(á) Õðïëïãßóôå ôç ñïðïãåííÞôñéá ôçò ô.ì. Y , MY (s) = E[esY ].
(â) Õðïëïãßóôå ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáóðïñÜ ôçò ô.ì. Y .

¢óêçóç 2 - ÑïðïãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò. ¸óôù ç ÃêáïõóéáíÞ ô.ì. X ìå X ∼ N(0, σ2) êáé Ýóôù U
ìßá Bernoulli ô.ì. ìå U ∼ Bernoulli(ε), áíåîÜñôçôç ôçò X . Ïñßæïõìå ôçí ô.ì. V ùò V = XU .

(á) Õðïëïãßóôå ôç ñïðïãåííÞôñéá ôçò ô.ì. V , MV (s) = E[esV ].
(â) Õðïëïãßóôå ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáóðïñÜ ôçò ô.ì. V .

¢óêçóç 3 - Óýãêëéóç ô.ì. ¸óôù X1, X2, . . . ìßá áêïëïõèßá áíåîÜñôçôùí êáé üìïéá êáôáíåìçìÝíùí
(iid) óõíå÷þí ô.ì. ìå E[X] = 2 êáé var(X) = 9. Ïñßæïõìå ôéò ô.ì. Yi = (0.5)iXi, i = 1, 2, . . ..
Åðßóçò, ïñßæïõìå Tn êáé An ùò ôï Üèñïéóìá êáé ôï ìÝóï üñï, áíôßóôïé÷á, ôùí Y1, Y2, . . . , Yn.

(á) Óõãêëßíåé ç ô.ì. Yn ùò ðñïò ôçí ðéèáíüôçôá; Áí íáé, óå ðïéá ôéìÞ;
(â) Óõãêëßíåé ç ô.ì. Tn ùò ðñïò ôçí ðéèáíüôçôá; Áí íáé, óå ðïéá ôéìÞ;
(ã) Óõãêëßíåé ç ô.ì. An ùò ðñïò ôçí ðéèáíüôçôá; Áí íáé, óå ðïéá ôéìÞ;

¢óêçóç 4 - Áíéóüôçôåò, Êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá. Ãíùñßæïõìå üôé ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôçò ô.ì. X
åßíáé ßóç ìå 3.0. Ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôç óôáôéóôéêÞ ìÝóç ôéìÞ, E[X], ôçò ô.ì. X , ÷ñçóéìïðïéïýìå
ùò åêôéìÞôñéá ôçí ô.ì. An, ôïí áñéèìçôéêü ìÝóï üñï n áíåîÜñôçôùí ðåéñáìáôéêþí ôéìþí ôçò X .
Õðïëïãßóôå ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ ðëÞèïõò n ðïõ éêáíïðïéåß:

P (|An − E[X]| > 0.02)< 0.318.

(á) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá Chebyshev.
(â) ×ñçóéìïðïéþíôáò ðñïóÝããéóç ìå âÜóç ôï êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá.
(ã) Ðïéåò áðü ôéò äýï ðáñáðÜíù ðñïóåããßóåéò äßíåé ôï ìéêñüôåñï n;
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¢óêçóç 5 - Moivre-Laplace ðñïóÝããéóç ôçò äéùíõìéêÞò. Ïé áåñïðïñéêÝò åôáéñßåò ìðÜíôá ðñïóðáèïýí
íá ðïõëÞóïõí üóï ôï äõíáôü ðåñéóóüôåñá åéóéôÞñéá ãéá êÜèå ðôÞóç óôï ðñüãñáììá ôïõò êáé óõã÷ñüíùò
ðñïóðáèïýí íá áðïöýãïõí ôï ëåãüìåíï "overbooking", äçëáäÞ íá Ý÷ïõí õðåñÜñéèìïõò åðéâÜôåò óôçí
ðôÞóç. Áí êáôÜ ìÝóï üñï 10% ôùí åðéâáôþí ìéáò ðôÞóçò áêõñþíïõí ôï åéóéôÞñéü ôïõò, áíåîÜñôçôá
ìåôáîý ôïõò, ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ìéá óõãêåêñéìÝíç ðôÞóç ìå ìÝãéóôç ÷ùñçôéêüôçôá 300
åðéâáôþí èá åßíáé "overbooked" áí ç åôáéñßá Ý÷åé ðïõëÞóåé 320 åéóéôÞñéá;

¢óêçóç 6 - Êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá. Ôï ìÞêïò óå ìÝôñá åíüò ôìÞìáôïò ìßáò óùëÞíáò åßíáé åêèåôéêÞ
ô.ì. ìå ðáñÜìåôñï λ = 2.

(á) ¸óôù üôé ëáìâÜíïõìå 400 ôÝôïéá ôìÞìáôá óùëÞíùí. Õðïëïãßóôå Ýíá üñéï w, Ýôóé þóôå ôï
óõíïëéêü ìÞêïò ôùí 400 ôìçìÜôùí íá åßíáé ìåãáëýôåñï áðü w ìå ðéèáíüôçôá 0.841.
(â) Õðïëïãßóôå ôï ðëÞèïò n ôùí ôìçìÜôùí ðïõ áðáéôïýíôáé þóôå ç ðéèáíüôçôá íá êáôáóêåõÜóïõìå
ìßá óùëÞíá óõíïëéêïý ìÞêïõò ôïõëÜ÷éóôïí 200 ìÝôñùí íá åßíáé 0.841.

¢óêçóç 7 - ÓÞìá áðü ðïëëáðëÝò êåñáßåò. ¸óôù Z1, Z2, . . . , Zn iid ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå ìÝóç
ôéìÞ µ êáé äéáóðïñÜ σ2 ðïõ áíáðáñéóôïýí ôá ðëÜôç ôùí óçìÜôùí ðïõ ëáìâÜíïíôáé áðü Ýíá äÝêôç
ìå ðïëëáðëÝò êåñáßåò. ¸óôù Θ1, Θ2, . . . ,Θn iid ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíåò óôï
äéÜóôçìá [0, 2π], áíåîÜñôçôåò ôùí Zi's, ðïõ áíáðáñéóôïýí ôéò öÜóåéò ôùí ëáìâáíïìÝíùí óçìÜôùí.
Ï äÝêôçò äçìéïõñãåß ôï ãñáììéêü óõíäéáóìü

Xn =
1√
n

n∑

j=1

Zj sinΘj .

Õðïëïãßóôå ôçí êáôáíïìÞ ôçò ô.ì. Xn êáèþò n →∞.


