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Äåýôåñç ÓåéñÜ ÁóêÞóåùí:
Óôï÷áóôéêÝò Äéáäéêáóßåò Áößîåùí Bernoulli êáé Poisson.

Çìåñïìçíßá ÁíÜèåóçò: 18/03/2009 Çìåñïìçíßá ÐáñÜäïóçò: 30/03/2009

¢óêçóç 1. Õðïëïãßóôå ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáóðïñÜ ôïõ óõíïëéêïý áñéèìïý ôùí äïêéìþí áðü ôçí
áñ÷Þ ìéáò óôï÷áóôéêÞò äéáäéêáóßáò Bernoulli (ìå ðáñÜìåôñï p) Ýùò êáé ôçí n-óôç åðéôõ÷ßá ìåôÜ ôçí
m-óôç áðïôõ÷ßá.

¢óêçóç 2. Ìå âÜóç ôçí êáôáíüçóÞ óáò ãéá ôç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá Poisson, êáèïñßóôå ôéò
áñéèìçôéêÝò ôéìÝò a êáé b óôçí áêüëïõèç éóüôçôá, áéôéïëïãþíôáò ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
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¢óêçóç 3. Ðëïßá ôáîéäåýïõí ìå ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá ìÝóá óå Ýíá ðïôÜìé. Ðëïßá ðåñíïýí áðü Ýíá
óçìåßï Á ìå êáôåýèõíóç ðñïò ôá áíáôïëéêÜ óýìöùíá ìå ìßá ó.ä. Poisson ìå ñõèìü λE ðëïßá ôç ìÝñá.
Ðëïßá ðåñíïýí áðü ôï ßäéï óçìåßï ìå êáôåýèõíóç ðñïò ôá äõôéêÜ óýìöùíá ìå ìßá áíåîÜñôçôç ó.ä.
Poisson ìå ñõèìü λW ðëïßá ôç ìÝñá. ¸íáò äåßêôçò äçëþíåé ðÜíôá ôçí êáôåýèõíóç ôïõ ôåëåõôáßïõ
ðëïßïõ ðïõ ðÝñáóå áðü ôï óçìåßï Á.

(á) ÄåäïìÝíïõ ôïõ ãåãïíüôïò üôé ï äåßêôçò äåß÷íåé äõôéêÜ:

(i) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ôï åðüìåíï ðëïßï ðïõ èá ðåñÜóåé èá Ý÷åé êáôåýèõíóç ðñïò ôá
äõôéêÜ;
(ii) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ôï åðüìåíï ðëïßï ðïõ èá ðåñÜóåé èá Ý÷åé êáôåýèõíóç ðñïò ôá
áíáôïëéêÜ;
(iii) Ðïéá åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.) ôïõ ÷ñïíéêïý äéáóôÞìáôïò Ýùò ôçí
åðüìåíç áëëáãÞ ôçò êáôåýèõíóçò ôïõ äåßêôç;

(â) Ãéá ôéò åðüìåíåò äýï åñùôÞóåéò, õðïèÝóôå üôé áñ÷ßæåôå íá ðáñáôçñåßôå ôçí êßíçóç óôï ðïôÜìé
êÜðïéá ôõ÷áßá óôéãìÞ.

(i) ¸óôù W ï ÷ñüíïò ðáñáôÞñçóçò ìÝ÷ñé ôçí Üöéîç ôïõ 8ïõ ðëïßïõ ìå êáôåýèõíóç ðñïò ôá áíáôïëéêÜ.
Õðïëïãßóôå ôç ó.ð.ð. ôçò ô.ì. W .
(ii) ¸óôù Y ï ÷ñüíïò ðáñáôÞñçóçò ìÝ÷ñé ôçí Üöéîç ôïõ 8ïõ ðëïßïõ óõíïëéêÜ (ìå êáôåýèõíóç ðñïò
ôá áíáôïëéêÜ Þ ðñïò ôá äõôéêÜ). Õðïëïãßóôå ôç ó.ð.ð. ôçò ô.ì. Y .
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¢óêçóç 4. Ï Êþóôáò êáé ç Ìáñßá äïõëåýïõí óôï ôáìåßï åíüò ìéêñïý super market, ôï ïðïßï åßíáé
áíïéêôü áðü ôéò 8ðì Ýùò ôéò 9ìì. Ôï ìáãáæß Ý÷åé ìüíï Ýíá ôáìåßï. Ï Êþóôáò äïõëåýåé êáôÜ ôçí
ðñùéíÞ âÜñäéá, áðü ôéò 8ðì Ýùò ôéò 2ìì, åíþ ç Ìáñßá äïõëåýåé êáôÜ ôçí áðïãåõìáôéíÞ âÜñäéá, áðü
ôéò 2ìì Ýùò ôéò 9ìì. ÐåëÜôåò êáôáöèÜíïõí óôï ôáìåßï óýìöùíá ìå ìßá ó.ä. Poisson ìå ñõèìü 20
áößîåéò ôçí þñá. Ï ÷ñüíïò åîõðçñÝôçóçò êÜèå ðåëÜôç áðü ôç óôéãìÞ ðïõ öôÜíåé óôï ôáìåßï ìðïñåß
íá èåùñçèåß áìåëçôÝïò.

Ìßá óõãêåêñéìÝíç ìÝñá ìáò äßäåôáé ç ðëçñïöïñßá üôé ï Êþóôáò êáé ç Ìáñßá åîõðçñÝôçóáí óõíïëéêÜ
k ðåëÜôåò. ÄåäïìÝíïõ áõôïý ôïõ ãåãïíüôïò, õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá üôé ï Êþóôáò åîõðçñÝôçóå
áêñéâþò j ðåëÜôåò. Ìçí îå÷Üóåôå íá êáèïñßóåôå óáöþò ôá åýñç ôéìþí óôçí áðÜíôçóÞ óáò. Áíáãíùñßæåôå
ôçí ðéèáíüôçôá ðïõ õðïëïãßóáôå;

¢óêçóç 5. ¸íáò áóôõíïìéêüò ïäçãÜ áðü äéáóôáýñùóç óå äéáóôáýñùóç óå ÷ñüíï X ï ïðïßïò
åßíáé åêèåôéêÜ êáôáíåìçìÝíïò ìå ðáñÜìåôñï λ. Óå êÜèå äéáóôáýñùóç ðáñáôçñåß êáé áíáöÝñåé
Ýíá áôý÷çìá ìå ðéèáíüôçôá p. (Ç áíáöïñÜ ôïõ áóôõíïìéêïý äåí åðçñåÜæåé ôçí ïäÞãçóÞ ôïõ).
ÁíåîÜñôçôá áðü ôá áíùôÝñù, ï áóôõíïìéêüò ëáìâÜíåé ñáäéïìçíýìáôá (áìåëçôÝáò äéÜñêåéáò) áðü
ôï êÝíôñï óýìöùíá ìå ìßá ó.ä. Poisson ìå ñõèìü µ ìçíýìáôá ôçí þñá.

(á) Õðïëïãßóôå ôç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôá (ó.ð.) ôçò ô.ì. N , ôïõ áñéèìïý ôùí äéáóôáõñþóåùí ðïõ
åðéóêÝðôåôáé ï áóôõíïìéêüò ìÝ÷ñé íá áíáöÝñåé Ýíá áôý÷çìá ãéá ðñþôç öïñÜ.

(â) Õðïëïãßóôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.) ôçò ô.ì. Q, ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ ìåóïëáâåß
ìåôáîý äéáäï÷éêþí áíáöïñþí áôõ÷Þìáôïò áðü ôïí áóôõíïìéêü.

(ã) Õðïëïãßóôå ôç ó.ð. ôçò ô.ì. M , ôïõ áñéèìïý ôùí áôõ÷çìÜôùí ðïõ ï áóôõíïìéêüò áíáöÝñåé óå
äéÜóôçìá äýï ùñþí.

(ä) Õðïëïãßóôå ôç ó.ð. ôçò ô.ì. K, ôïõ áñéèìïý ôùí áôõ÷çìÜôùí ðïõ ï áóôõíïìéêüò áíáöÝñåé óå
äéÜóôçìá ìåôáîý ôçò ëÞøçò äýï äéáäï÷éêþí ñáäéïìçíõìÜôùí áðü ôï êÝíôñï.

(å) Ðáñáôçñïýìå ôïí áóôõíïìéêü êÜðïéá ôõ÷áßá óôéãìÞ ðïëý ìåôÜ ôçí áñ÷Þ ôçò âÜñäéáò ôïõ. ¸óôù
W ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò áðü ôç ëÞøç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ñáäéïìçíýìáôïò ìÝ÷ñé ôç ëÞøç ôïõ åðüìåíïõ.
Ðïéá åßíáé ç ó.ð.ð. ôçò ô.ì. W ; Ðïéá åßíáé ç ñïðïãåííÞôñéá ôçò W ;

(óô) Êáé ðÜëé ðáñáôçñïýìå ôïí áóôõíïìéêü êÜðïéá ôõ÷áßá óôéãìÞ. Õðïëïãßóôå ôç ñïðïãåííÞôñéá
ôçò ô.ì. V , ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ ìåóïëáâåß áðü ôç óôéãìÞ ðïõ áñ÷ßóáìå íá ðáñáôçñïýìå ìÝ÷ñéò üôïõ ï
áóôõíïìéêüò ëÜâåé Ýíá ñáäéïìÞíõìá ìåôÜ ôçí åðüìåíç áíáöïñÜ áôõ÷Þìáôïò.
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¢óêçóç 6. Èåùñåßóôå ìßá ó.ä. Poisson ìå ðáñÜìåôñï λ êáé Ýóôù N ï áñéèìüò ôùí áößîåùí óå
êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá T . Ìå ôçí i-óôÞ Üöéîç óõó÷åôßæïõìå ôç ìç-áñíçôéêÞ ô.ì.
Yi, êáé õðïèÝôïõìå üôé üëåò ïé Yi ãéá i = 1, 2, . . . åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé üìïéá êáôáíåìçìÝíåò ìå
êïéíÞ áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò (á.ó.ê.) FY (y). Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé Poisson áößîåéò ìðïñåß
íá áíôéóôïé÷ïýí óå ðåñéóôáôéêÜ õðåñöüñôéóçò ôÜóçò ôïõ ñåýìáôïò ðïõ ôñïöïäïôåß Ýíáí ÇÕ, êáé ïé
ó÷åôéæüìåíåò ô.ì. Yi íá áíôéðñïóùðåýïõí ôéò ôéìÝò ôçò ôÜóçò. Ìáò åíäéáöÝñåé íá ÷áñáêôçñßóïõìå
ôá ìåãÝèç:

VN = min{Y1, Y2, . . . , YN}, WN = max{Y1, Y2, . . . , YN}.
(á) Õðïëïãßóôå ôçí á.ó.ê. ôùí ô.ì. VN êáé WN .

ÂïÞèåéá: ÕðÜñ÷ïõí äýï ôñüðïé íá ðñï÷ùñÞóåôå óôï (á). Ï "êëáóóéêüò" åßíáé íá õðïëïãßóåôå ðñþôá
ôçí äåóìåõìÝíç á.ó.ê. ôùí ô.ì. VN êáé WN ãéá êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ ôçò ô.ì. N = n êáé êáôüðéí
íá åöáñìüóåôå ôï ÈÏÐ ãéá íá õðïëïãßóåôå ôçí á.ó.ê. ôùí VN êáé WN . Ï åíáëëáêôéêüò êáé ðéï
ãñÞãïñïò ôñüðïò åßíáé ï åîÞò: Ãéá êÜðïéá ôéìÞ z ≥ 0, Ýóôù N1 ï áñéèìüò ôùí áößîåùí ôùí ïðïßùí
ïé ó÷åôéêÝò ô.ì. Yi éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç Yi ≤ z êáé Ýóôù N2 ï áñéèìüò ôùí áößîåùí ôùí ïðïßùí ïé
ó÷åôéêÝò ô.ì. Yi éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç Yi > z. Ôé ìðïñåßôå íá ðåßôå ãéá ôéò êáôáíïìÝò ôùí ô.ì. N1 êáé
N2; Ôþñá ðáñáôçñåßóôå üôé P (VN ≤ z) = P (N = 0)+P (N1 ≥ 1) êáé üôé P (WN ≤ z) = P (N2 = 0).

(â) Óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ óõóôÞìáôïò ôñïöïäïóßáò ôÜóçò, õðïèÝóôå üôé ç ó.ä. Poisson Ý÷åé ñõèìü
áößîåùí 4 õðåñöïñôßóåéò áíÜ þñá êáé üôé ïé ôéìÝò ôçò ôÜóçò, Yi, åßíáé åêèåôéêÜ êáôáíåìçìÝíåò ìå
ðáñÜìåôñï a = 0.01 volt−1. Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé óå ìßá ðåñßïäï 8 ùñþí ïé õðåñöïñôßóåéò
äåí èá õðåñâïýí óå ôéìÞ ôá 300 volt; ôá 500 volt; ôá 750 volt;


