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'Askhsh 1. O Qr stoc kai o Andrèac rÐqnoun epÐ mÐa bdom�da èna kèrma A to opoÐo fèrnei
kefal  me pijanìthta 2/3. H MarÐa eÐnai h diaitht c thc anamètrhshc. Oi kanìnec tou paiqnidioÔ
eÐnai oi ex c: Sthn arq  k�je gÔrou, h MarÐa rÐqnei èna dÐkaio kèrma. An èrjei kefal , tìte o
Qr stoc rÐqnei to kèrma A. An èrjoun gr�mmata, paÐzei o Andrèac. An to kèrma fèrei kefal ,
o paÐkthc pou to pètaxe kerdÐzei en¸ an fèrei gr�mmata kerdÐzei o �lloc paÐkthc. O paÐkthc pou
kerdÐzei touc perissìterouc gÔrouc, kerdÐzei ton ag¸na.

(a) Poia eÐnai h mèsh tim  tou posostoÔ twn gÔrwn touc opoÐouc kerdÐzei o Qr stoc se mÐa bdom�da;

H MarÐa paraponiètai ìti prèpei na paramènei paroÔsa ìlh th bdom�da, èstw kai an den kerdÐzei
tÐpota, opìte oi kanìnec tou paiqnidioÔ all�zoun k�pwc gia thn epìmenh ebdom�da: H MarÐa rÐqnei
èna dÐkaio kèrma mÐa for� sthn arq  thc bdom�dac. An èrjei kefal , tìte o Qr stoc rÐqnei to
kèrma A. An èrjoun gr�mmata, paÐzei o Andrèac. An to kèrma A fèrei kefal , o paÐkthc pou to
pètaxe kerdÐzei en¸ an fèrei gr�mmata kerdÐzei o �lloc paÐkthc. O paÐkthc pou kerdÐzei to gÔro
rÐqnei to kèrma ston epìmeno gÔro.

(b) OrÐste mia alusÐda Markov pou perigr�fei autì to peÐrama kai d¸ste to gr�fhma thc alusÐdac.
OrÐste wc kat�stash 1 to gegonìc ìti h MarÐa rÐqnei to kèrma, kat�stash 2 to gegonìc ìti o
Qr stoc kerdÐzei to gÔro, kai kat�stash 3 to gegonìc ìti o Andrèac kerdÐzei to gÔro.

(g) BreÐte thn pijanìthta tou gegonìtoc: {O Qr stoc rÐqnei pr¸toc to kèrma, q�nei ton pr¸to
gÔro, kai kerdÐzei ton deÔtero gÔro}.

'Askhsh 2. 'Estw Xn, n ≥ 0, mÐa duadik  stoqastik  diadikasÐa pou paÐrnei timèc 0   1.
GnwrÐzoume ta ex c:

pX0(1) = 1
pXn+1/Xn

(1/1) = 3
4 , gia n ≥ 0,

pXn+1/Xn
(0/0) = 2

3 , gia n ≥ 0.

(a) UpologÐste thn pijanìthta ìti to pr¸to 0 ja emfanisteÐ se qrìno k, gia k = 1, 2, 3, . . . .

(b) OrÐste tic katast�seic miac alusÐdac Markov pou perigr�fei autì to peÐrama, d¸ste to gr�fh-
ma thc alusÐdac, upologÐste tic pijanìthtec met�bashc kai thn oriak  katanom . UpologÐste thn
pijanìthta P (X5000 = 1).

(g) UpologÐste thn pijanìthta P (X5000 = 1kai X5002 = 1).

(d) Dedomènou tou gegonìtoc X5001 = X5002 = X5003 = · · ·X5001+m, ìpou m ≥ 0, poia eÐnai h
pijanìthta ìti h koin  tim  eÐnai 1; UpologÐste to ìrio thc pijanìthtac aut c kaj¸c m → ∞ kai
exhgeÐste to apotèlesma.
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'Askhsh 3. H LÐza eÐnai epÐ tou parìntoc sthn t�xh 6-1. Gia k�je mèra pou eÐnai sthn 6-1, thn
epomènh mèra ja eÐnai epÐshc sthn 6-1 me pijanìthta 1/2. Alli¸c, ja metaphd sei se mÐa apì tic
t�xeic 6-2, 6-3, 9,   15, me Ðsec pijanìthtec. Gia k�je mèra pou eÐnai sthn 6-3, thn epomènh mèra
all�zei sthn 9 me pijanìthta 1/4, sthn 6-1 me pijanìthta 3/8 kai sthn 6-2 me pijanìthta 3/8. Gia
k�je mèra pou eÐnai sthn 6-2, thn epomènh mèra all�zei sthn 15 me pijanìthta 1/2, sthn 6-1 me
pijanìthta 3/8 kai sthn 6-3 me pijanìthta 1/8. An af sei thn t�xh 6 (dhlad  tic 6-1, 6-2,   6-3)
den ja xanaepistrèyei se aut . An all�xei sthn 9, ja meÐnei gia p�nta se aut . Tèloc, an all�xei
sthn 15, ja meÐnei gia p�nta se aut .

(a) D¸ste to gr�fhma aut c thc Markobian c alusÐdac. Poiec eÐnai oi metabatikèc, oi èmmonec kai
oi katast�seic aporrof sewc; Poia eÐnai h pijanìthta ìti h LÐza ja fÔgei telik� apì thn t�xh 6;

(b) Poia eÐnai h pijanìthta ìti h LÐza ja brejeÐ telik� sthn t�xh 15;

(g) Poioc o mèsoc arijmìc hmer¸n mèqric ìtou h LÐza egkataleÐyei th t�xh 6;

Bo jeia: QrhsimopoieÐste touc tÔpouc gia tic pijanìthtec aporrof sewc kai touc mèsouc qrìnouc
aporrof sewc.


