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'Askhsh 1.
(a) i. Efìson k�je deuterìlepto eÐnai anex�rthto apì k�je �llo (p.q an èna kounoÔpi prosgei¸jh-
ke sto laimì sac to prohgoÔmeno deuterìlepto, den ephre�zei thn pijanìthta enìc �llou kounoupioÔ
na prosgeiwjeÐ se autì   sto epìmeno deuterìlepto), h sun�rthsh pijanìthtac gia ton qrìno mèqri
na prosgeiwjeÐ to pr¸to kounoÔpi eÐnai h gewmetrik  me par�metro 0.2.

PT (t) =

{
(0.8)t−1(.2), t ≥ 1
0, alli¸c

ii. H mèsh tim  thc gewmetrik c t.m. me par�metro p eÐnai 1
p , epomènwc o mèsoc qrìnoc mèqri to

pr¸to kounoÔpi na prosgeiwjeÐ sto s¸ma eÐnai 1
0.2 = 5 deuterìlepta.

iii. To sen�rio ìpou kounoÔpia anex�rthta prosgei¸nontai p�nw sac mporeÐ na montelopoihjeÐ
wc mÐa diadikasÐa Bernoulli, me k�je dokim  Bernoulli na eÐnai to gegonìc ìpou èna kounoÔpi
prosgei¸netai p�nw sac se èna sugkekrimèno deuterìlepto. Epeid  h diadikasÐa Bernoulli den
èqei mn mh, den èqei shmasÐa pìte sac tsÐmphse gia to pr¸to deuterìlepto   ta pr¸ta 10, 20  
200 deuterìlepta. Epomènwc, h mèsh tim  tou qrìnou metr¸ntac apì th stigm  T = 10 eÐnai p�li
1

0.2 = 5 deuterìlepta.

(b) i. Epeid  o qrìnoc mèqri na emfanisteÐ to pr¸to kounoÔpi eÐnai ekjetik� katanemhmènoc, o
mèsoc qrìnoc mèqri na prosgeiwjeÐ eÐnai 1

0.2 = 5 deuterìlepta.

ii. DeÐxame sthn t�xh ìti h ekjetik  sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac èqei thn idiìthta thc
èlleiyhc mn mhc. Epomènwc, o mèsoc qrìnoc metr¸ntac apì th stigm  T = 10 eÐnai o Ðdioc, dhlad 
1

0.2 = 5 deuterìlepta.

'Askhsh 2 - Poisson AfÐxeic.
(a) To qronikì di�sthma T metaxÔ dÔo diadoqik¸n afÐxewn akoloujeÐ ekjetik  katanom  me l =
2.
Sunep¸c:

E(T ) =
1
λ

=
1
2

= 0.5 lept�.

(b) Profan¸c, prìkeitai gia afÐxeic kat� Poisson me rujmì λ. Lìgw thc idiìthtac nèac arq c, h
t.m. K akoloujeÐ Poisson katanom  me par�metro 6λ = 12:

pK(k) =
12ke−12

k!
, k = 0, 1, 2, . . .
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(g) Oi pr¸tec 12 k�rtec gemÐzoun me thn 36h �fixh autokin tou. 'Estw D o sunolikìc qrìnoc pou
apaiteÐtai. Tìte D = T1 = T2 + ... + T36, ìpou Ti anex�rthtec, ekjetik� katanemhmènec t.m. me
λ = 2. Sunep¸c h D akoloujeÐ katanom  Erlang t�xhc 36:

fD(t) =
236t35e−2t

35!
, t ≥ 35

E(D) = 36E[T ] = 18

MD(s) = MT1(s)...MT36(s) = (
2

2− s
)36

(d) i. Sthn pr¸th perÐptwsh profan¸c Y = T1 + T2 + T3 kai h Y einai t.m. Erlang 3hc t�xhc me
λ = 2:

E[Y ] =
3
λ

= 1.5

var(Y ) =
3
λ2

=
3
4

ii. Se aut n thn perÐptwsh, W = T1 +T2 +L, ìpou L eÐnai to qronikì di�sthma metaxÔ afÐxewn
pou perièqoun thn qronik  stigm  pou ft�same sto stajmì elègqou. SÔmfwna me ìsa eÐpame ìtan
meletoÔsame to par�doxo thc tuqaÐac �fixhc, L : Erlang 2hc t�xhc me par�metro λ = 2. Sunep¸c
h W eÐnai Erlang 4hc t�xhc:

E[W ] =
4
λ

= 2

var(W ) =
4
λ2

= 1

'Askhsh 3.
(a) Apì thn ekf¸nhsh, èqoume ìti oi qrìnoi �fixhc eÐnai anex�rthtec ekjetik� katanemhmènec t.m.
me mèsec timèc µs = 1

λs
kai µ0 = 1

λ0
, antÐstoiqa. Sunep¸c, orÐzontai dÔo anex�rthtec σ.δ. Poisson

me rujmoÔc λs kai λ0 antÐstoiqa.

An jewr soume th sunolik  σ.δ. twn afÐxewn lewforeÐwn sthn Kateq�kh, aut  eÐnai mia nèa
Poisson σ.δ. me rujmì λs + λ0. Dedomènhc miac �fixhc thc sunolik c σ.δ. h pijanìthta ìti h �fixh
proèrqetai apì th σ.δ. S (SÔntagma) eÐnai λs

λs+λ0
.

(b) Gia th sunolik  σ.δ. oi qrìnoi metaxÔ twn afÐxewn akoloujoÔn thn ekjetik  katanom  me
par�metro λs + λ0. H ekjetik  katanom  den èqei mn mh kai epomènwc dedomènou tou gegonìtoc
X5 > t, h X5 eÐnai epÐshc ekjetik  me par�metro λs + λ0:

fX5/{X5>t}(x/X5 > t) = (λs + λ0)e−(λs+λ0)(x−t), x ≥ t.



Efarmosmènec Stoqastikèc DiadikasÐec - 2010/LÔseic DeÔterhc Seir�c Ask sewn 3

(g) 'Ena lewforeÐo apì to SÔntagma   thn Omìnoia k�nei ls/vs   l0/v0 mon�dec qrìnou, antÐstoiqa,
na ft�sei sthn Kateq�kh. Epomènwc,

P (lewforeÐo kaj' odìn) = 1− P (kanèna lewforeÐo kaj' odìn)
= 1− P (kanèna lewforeÐo apì SÔntagma KAI kanèna lewforeÐo apì Omìnoia )
= 1− P (kanèna lewforeÐo apì SÔntagma ) · P (kanèna lewforeÐo apì Omìnoia)

[anex�rthtec c.d. apì Poisson]

= 1− (λs
ls
vs

)0e−λs
ls
vs

0!
· (λ0

l0
v0

)0e−λ0
l0
v0

0!

= 1− e
−(λs

ls
vs

+λ0
l0
v0

)

(d) Oi qrìnoi Xi twn afÐxewn metaxÔ tou i-stoÔ kai (i + 1)-stoÔ lewforeÐou eÐnai anex�rthtec
ekjetikèc t.m. me par�metro λs + λ0. Epomènwc, h t.m. Y , o qrìnoc metaxÔ twn afÐxewn tou 1ou
kai 4ou lewforeÐou eÐnai mia Erlang t.m. 3hc t�xhc.
Sunep¸c, gia thn Y = X1 + X2 + X3,

fY (y) =
(λs + λ0)3y2e−(λs+λ0)y

2!
, y ≥ 0

(e) JewroÔme thn ”split” σ.δ. Poisson ìpou mia �fixh sumbaÐnei ìtan èrqetai èna lewforeÐo kai
ìtan o K¸stac fèrnei Kefal . Kaj¸c oi afÐxeic twn lewforeÐwn kai oi rÐyeic tou kèrmatoc
eÐnai anex�rthta peir�mata, h nèa ”split” σ.δ. Poisson èqei par�metro λ = p(λs + λ0), dhlad 
λ = 1

2(λs + λ0) (dÐkaio kèrma).
Gia aut  th σ.δ. oi qrìnoi metaxÔ twn afÐxewn ja akoloujoÔn ekjetik  katanom  me par�metro λ.
Sunep¸c, h SPP thc qronik c di�rkeiac metaxÔ dÔo diadoqik¸n kefal¸n eÐnai:

fR(t) =

{
1
2(λs + λ0)e−

1
2
(λs+λ0)t, t ≥ 0

0, alli¸c


