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΄Ασκηση 1.

Κατά τη διάρκεια της καλοκαιρινής πρακτικής άσκησης σας, εργάζεστε σε ένα εργοστάσιο παραγω-
γής µικροεπεξεργαστών. Ο επιβλέπων σας Ϲητά να εκτιµήσετε την ποιότητα της γραµµής παραγωγής,
δηλαδή την πιθανότητα p ένας µικροεπεξεργαστής να µην είναι ελαττωµατικός. Υποθέτουµε ότι οι
µικροεπεξεργαστές είναι καλοί µε την ίδια πιθανότητα p και ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο.

(α) Υποθέτοντας ότι τεστάρετε ένα σύνολο από n τυχαία επιλεγµένους µικροεπεξεργαστές, ορίστε µία
εκτιµήτρια Zn για την παράµετρο p, έτσι ώστε η Zn να συγκλίνει στο p ως προς την πιθανότητα.

(ϐ) Ο επιβλέπων σας Ϲητά η εκτιµήτρια Zn να ϐρίσκεται στη γειτονιά τιµών p ± 0.1 µε πιθανότητα
0.95. Αρκεί να τεστάρετε 27 τυχαία επιλεγµένους µικροεπεξεργαστές για να ικανοποιήσετε αυτή την
απαίτηση ; Χρησιµοποιήστε τόσο την ανισότητα Chebyshev όσο και το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα
για την ανάλυσή σας ώστε να απαντήσετε στο ερώτηµα.

΄Ασκηση 2 - Markov Inequality.

Η πιθανότητα σφάλµατος µετάδοσης ενός bit πληροφορίας (bit error rate) πάνω από ένα δυαδικό
τηλεπικοινωνιακό κανάλι είναι 10−10. ∆εν γνωρίζουµε τίποτα άλλο σχετικά µε τις στατιστικές των
δεδοµένων ή του καναλιού.

(α) Ποιος είναι ο µέσος αριθµός των bits που µεταδίδονται λάθος σε ένα πακέτο από 1000 bits;

(ϐ) Βρείτε ένα άνω ϕράγµα για την πιθανότητα του γεγονότος σε ένα πακέτο µε 1000 bits, 10 ή
περισσότερα να µεταδίδονται λάθος.

΄Ασκηση 3 - De Moivre-Laplace προσέγγιση της ∆ιωνυµικής.

Πόλλα τυχερά παιχνίδια στα καζίνο µεροληπτούν ελαφρά εις ϐάρος του πελάτη ώστε το καζίνο να
ϐγάζει κέρδος χωρίς όµως να αποθαρρύνονται οι παίκτες να παίζουν. Φανταστείτε ένα τέτοιο παι-
χνίδι όπου η πιθανότητα να κερδίσει το καζίνο είναι 0.51. ΄Εστω ότι παίζετε 400 ϕορές το παιχνίδι,
και έστω L µία τ.µ. που ορίζεται ως το πλήθος των ϕορών που χάνετε. Υπολογίστε τις ακόλουθες
πιθανότητες :

(α) P (190 ≤ L ≤ 210).
(ϐ) P (210 ≤ L ≤ 230).
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΄Ασκηση 4

΄Εστω X1, X2, . . . ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες τ.µ. µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2. Για
i = 1, 2, 3, . . ., ορίζουµε :

Yi =
1
3
Xi +

2
3
Xi+1.

(α) Υπολογίστε τη συνδιασπορά των τ.µ. Yi και Yi+1. Είναι οι τ.µ. Yi ασυσχέτιστες ; Είναι ανεξάρ-
τητες ;
(ϐ) Είναι οι τ.µ. Yi όµοια κατανεµηµένες ;
(γ) ΄Εστω

Mn =
1
n

n∑

i=1

Yi.

Συγκλίνει η τ.µ. Mn στην τιµή µ ως προς την πιθανότητα ;

΄Ασκηση 5 - Συνδιασπορά (1).
΄Εστω X και Y τ.µ. µε E[X] = 1, E[Y ] = 4, var(X) = 4, var(Y ) = 9, και συντελεστή συσχέτισης
ρX,Y = 0.1.

(α) Αν Z = 2(X + Y )(X − Y ), ϐρείτε την E[Z].
(ϐ) Αν T = 2X + Y και U = 2X − Y , ϐρείτε την συνδιασπορά των τ.µ. T και U , cov(T, U).
(γ) Αν W = 3X + Y + 2, ϐρείτε τις E[W ] και var(W ).

΄Ασκηση 6 - Συνδιασπορά (2). ΄Εστω X1, X2, . . . µία αριθµήσιµα άπειρη ακολουθία ανεξάρτη-
των, όµοια κατανεµηµένων τ.µ. µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2. Ορίζουµε τις τ.µ. Yn =
Xn + Xn+1 + Xn+2, για n = 1, 2, . . .. Για κάθε k ≥ 0, υπολογίστε τις συνδιασπορές cov(Yn, Yn+k).


