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΄Ασκηση 1.

(α) ΄Εστω Xi τυχαία µεταβλητή που χαρακτηρίζει την ποιότητα του i-οστού επεξεργαστή (‘‘0’’ για
ελαττωµατικό επεξεργαστή, ‘‘1’’ για µη ελαττωµατικό επεξεργαστή). Τότε οι Xi µε i = 1, . . . , n είναι
ανεξάρτητες Bernoulli τυχαίες µεταβλητές. Ορίζουµε την τ.µ. Zn, ως :

Zn =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Chebyshev έχουµε:

P (|Zn − p| ≥ ε) ≤ σ2

nε2
,

όπου σ2 η διακύµανση της Bernoulli τυχαίας µεταβλητής. ΄Ετσι, έχουµε ότι :

lim
n→∞P (|Zn − p| ≥ ε) = 0,

παρατηρώντας ότι limn→∞
σ2

nε2
= 0. Αυτό σηµαίνει ότι η Zn συγκλίνει στο p ως προς την πιθανότητα.

(ϐ) Χρήση ανισότητας Chebyshev:
Κάνοντας χρήση της ανισότητας Chebyshev, µπορούµε να δείξουµε ότι πρέπει να τεστάρουµε περισ-
σότερους από 500 µικροεπεξεργαστές : Εφόσον η διασπορά σ2 µιας Bernoulli τυχαίας µεταβλητής
είναι p(1− p), ισχύει ότι σ2 ≤ 1

4 . Συνεπώς, για n ≥ 500 έχουµε:

P

(∣∣∣∣∣
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
− p

∣∣∣∣∣ ≥ 0.1

)
≤ σ2

n0.12

≤
1
4

n0.12

≤ 1− 0.95 = 0.05.

Παρ΄ όλα αυτά, χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Chebyshev δεν µπορούµε να πούµε αν λιγότε-
ϱοι από 500 µικροεπεξεργαστές επαρκούν για το τεστ, µιας και δεν γνωρίζουµε τη διασπορά. Αν
η διασπορά είναι πολύ µικρή, το οποίο µπορεί να συµβεί όταν το p είναι αρκετά µικρό, 27 µικρο-
επεξεργαστές ϑα µπορούσαν να επαρκούν στην πράξη. Συνεπώς, η απάντηση στο ερώτηµα είναι
¨εξαρτάται¨.

Χρήση κεντρικού οριακού ϑεωρήµατος
Γνωρίζουµε από το ΚΟΘ ότι καθώς n → ∞, η Zn = X1+X2+···+Xn

n συµπεριφέρεται σαν κανονικά
κατανεµηµένη τ.µ. µε µέση τιµή p και διασπορά σ2/n. Για πεπερασµένο n, αυτό δεν είναι ακριβές,
αλλά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ΚΟΘ για να προσεγγίσουµε την CDF της Zn. Η ποιότητα
της προσέγγισης ϐελτιώνεται καθώς αυξάνεται το n.
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Θέλουµε να ϐρούµε n τέτοιο ώστε P (p− 0.1 ≤ Zn ≤ p + 0.1) ≥ 0.95.

P (p− 0.1 ≤ Zn ≤ p + 0.1) = P (
− 0.1
σ/
√

n
≤ Zn − p

σ/
√

n
≤ 0.1

σ/
√

n
)

≈ Φ

(
0.1

σ/
√

(n)

)
− Φ

(
− 0.1

σ/
√

(n)

)

= 2Φ

(
0.1

σ/
√

(n)

)
− 1.

Στη χειρότερη περίπτωση η διασπορά της Xi είναι µεγάλη, οπότε απαιτούνται περισσότερα δείγµατα
n για να ικανοποιήσουµε το κριτήριο. Μέγιστη διασπορά έχουµε όταν p = 1/2, οπότε το σ2 είναι
p(1− p) = 1/4.

Συνεπώς, στη χειρότερη περίπτωση, P (p − 0.1 ≤ Zn ≤ p + 0.1) ≈ 2Φ(0.2
√

(n)) − 1. Λύνοντας
την εξίσωση 2Φ(0.2

√
(n)) − 1 = 0.95 ως προς n, έχουµε ότι 0.2

√
(n) = 1.96 και προκύπτει ότι

απαιτούνται n ≥ 96 προσπάθειες.

΄Ασκηση 2.

(α) Εστω ότι οι τυχαίες µεταβλητές Bernoulli X1, X2, ..., X1000 έχουν κοινή συνάρτηση πιθανότητας

Xi =

{
1, µε πιθανότητα 10−10

0, µε πιθανότητα 1− 10−10

Εποµένως E(Xi) = 10−10. Αν N είναι το πλήθος των λαθών σε 1000 bits, τότε

E(N) = E(
1000∑

i=1

Xi) =
1000∑

i=1

E(Xi) = 1000E(Xi) = 1000× 10−10 = 10−7.

(ϐ) Το άνω όριο µπορεί να ϐρεθεί από την ανισότητα Marcov:

P (N ≥ α) ≤ E[N ]
α

,

όπου α = 10 και E[N ] = 10−7. Εποµένως P (N ≥ 10) ≤ 10−8.

΄Ασκηση 3.

Χρησιµοποιώντας την De Moivre-Laplace προσέγγιση της διωνυµικής έχουµε:
(α)

P (190 ≤ L ≤ 210) ≈ Φ

(
210 + 1

2 − 400 · 0.51√
400 · 0.51 · 0.49

)
− Φ

(
190− 1

2 − 400 · 0.51√
400 · 0.51 · 0.49

)

≈ Φ(0.65)− Φ(−1.45) ≈ 0.6687

(ϐ)

P (210 ≤ L ≤ 230) ≈ Φ

(
230 + 1

2 − 400 · 0.51√
400 · 0.51 · 0.49

)
− Φ

(
210− 1

2 − 400 · 0.51√
400 · 0.51 · 0.49

)

≈ Φ(2.65)− Φ(0.55) ≈ 0.2872
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΄Ασκηση 4.

(α) Οι τυχαίες µεταβλητές Yi δεν είναι ανεξάρτητες. Μπορούµε να το συµπεράνουµε διαισθητικά
παρατηρώντας ότι διαδοχικές µεταβλητές Yi εξαρτώνται από την ίδια τιµή της Xi. Μπορούµε, επί-
σης, να το αποδείξουµε κάνοντας χρήση της συνδιασποράς.

Εφόσον E[Yi] = 1
3E[Xi] + 2

3E[Xi+1] = µ,

cov(Yi, Yi+1) = E[(Yi −E[Yi])(Yi+1 − E[Yi+1])]

= E[(
1
3
Xi +

2
3
Xi+1 − µ)(

1
3
Xi+1 +

2
3
Xi+2 − µ)]

= E[(
1
3
(Xi − µ) +

2
3
(Xi+1 − µ))(

1
3
(Xi+1 − µ) +

2
3
(Xi+2 − µ))]

=
1
9
E[(Xi − µ)(Xi+1 − µ)] +

2
9
E[(Xi+1 − µ)2]

+
2
9
E[(Xi − µ)(Xi+2 − µ)] +

4
9
E[(Xi+1 − µ)(Xi+2 − µ)]

=
2
9
E[(Xi+1 − µ)2] =

2
9
σ2

Εφόσον οι Yi και Yi+1 δεν είναι ασυσχέτιστες, δεν είναι και ανεξάρτητες.

(ϐ) Ναι, είναι όµοια κατανεµηµένες : Κάθε Yi είναι το ίδιο σταθµισµένο άθροισµα όµοια κατανεµη-
µένων µεταβλητών.

(γ) Χρειάζεται να δείξουµε ότι
lim

n→∞P (|Mn − µ| > ε) = 0

για κάθε ε > 0. Η µορφή της εξίσωσης είναι παρόµοια µε αυτή της ανισότητας του Chebyshev,
συνεπώς ϑα προσπαθήσουµε να τη χρησιµοποιήσουµε στο πρόβληµα.
Η ανισότητα του Chebyshev δίνεται παρακάτω:

P (|Y −E(Y )| > a) ≤ var(Y )
a2

.

Αν η µέση τιµή της Mn ήταν ίση µε µ, η ανισότητα του Chebyshev ϑα ήταν πολύ χρήσιµη.

E[Mn] =
1
n
E[Y1 + Y2 + · · ·+ Yn]

= E[Yi] = µ

Υπολογίζουµε τη διακύµανση της Mn,

Mn =
1
n

(
1
3
X1 + X2 + · · ·+ Xn +

2
3
Xn+1

)

var(Mn) =
1
n2

(
1
9
var(X1) + var(X2) + · · ·+ var(Xn) +

4
9
var(Xn+1)

)

=
9n− 4
9n2

σ2

Τελικά, από την ανισότητα του Chebyshev, έχουµε:
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P (|Mn − µ| > ε) ≤ var(Mn)
ε2

P (|Mn − µ| > ε) ≤
9n−4
9n2 σ2

ε2

lim
n→∞P (|Mn − µ| > ε) ≤ lim

n→∞
(9n− 4)σ2

9n2ε2

= 0

Συνεπώς, η Mn συγκλίνει ως προς την πιθανότητα στο µ.

΄Ασκηση 5.

(α) Αφού Z = 2(X + Y )(X − Y ) = 2(X2 − Y 2), ϑα έχουµε:

E[Z] = 2(E[X2]−E[Y 2]) = 2(V ar(X)− V ar(Y ) + E2[X]−E2[Y ]) = −40

(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

Cov(T, U) = Cov(2X + Y, 2X − Y )
= 4Cov(X, X)− 2Cov(X, Y ) + 2Cov(Y,X)− Cov(Y, Y )
= 4V ar(X)− V ar(Y ) = 7

(γ) Είναι :

E[W ] = E[3X + Y + 2] = 3E[X] + E[Y ] + 2 = 9
V ar(W ) = V ar(3X + Y + 2) = 9V ar(X) + V ar(Y ) + 6Cov(X,Y ) = 48.6

όπου Cov(X,Y ) = ρ
√

V ar(X)V ar(Y ) = 3.6.

΄Ασκηση 6.

Το σηµαντικό σηµείο είναι να παρατηρήσουµε ότι οι X1, X2, · · · είναι τυχαίες ανεξάρτητες µεταβλη-
τές, και εποµένως οι Yn και Yn+k είναι επίσης ανεξάρτητες αν k ≥ 3. ΄Αρα, Cov(Yn, Yn+k) = 0 αν
k ≥ 3. Τώρα για k = 0 έχουµε ότι :

Cov(Yn, Yn) = V ar(Yn) = V ar(Xn+Xn+1+Xn+2) = V ar(Xn)+V ar(Xn+1)+V ar(Xn+2) = 3σ2

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την ανεξαρτησία των Xn, Xn+1, Xn+2 ακόµη µια ϕορά. Για k = 1
έχουµε:

Cov(Yn, Yn+1) = Cov(Xn + Xn+1 + Xn+2, Xn+1 + Xn+2 + Xn+3)
= Cov(Xn, Xn+1 + Xn+2 + Xn+3) + Cov(Xn+1 + Xn+2, Xn+1 + Xn+2 + Xn+3)
= 0 + Cov(Xn+1 + Xn+2, Xn+1 + Xn+2) + Cov(Xn+1 + Xn+2, Xn+3)
= V ar(Xn+1 + Xn+2) + 0 = 2σ2

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη διγραµµικότητα της συνάρτησης γινοµένου απόκλισης και την
ανεξαρτησία των Xn, Xn+1, Xn+2. Τελικά, για k = 2 έχουµε:

Cov(Yn, Yn+2) = Cov(Xn + Xn+1 + Xn+2, Xn+2 + Xn+3 + Xn+4)
= Cov(Xn + Xn+1, Xn+2 + Xn+3 + Xn+4) + Cov(Xn+2, Xn+2 + Xn+3 + Xn+4)
= 0 + Cov(Xn+2, Xn+2) + Cov(Xn+2, Xn+3 + Xn+4)
= V ar(Xn+2) + 0 = σ2

όπου η λογική είναι παρόµοια µε αυτή της περίπτωσης k = 1. Περιληπτικά, έχουµε ότι Cov(Yn, Yn+k) =
(3− k)σ2 για k = 0, 1, 2 και Cov(Yn, Yn+k) = 0 για k ≥ 3.


