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΄Ασκηση 1

΄Ενας υπολογιστής εξυπηρετεί προγράµµατα που καταθέτουν δύο χρήστες. Ο χρόνος χωρίζεται
σε χρονικές σχισµές (time slots). Μία χρονική σχισµή µπορεί να είναι ανενεργή µε πιθανότητα
pI = 1/6 και ενεργή µε πιθανότητα pB = 5/6. Κατά τη διάρκεια µιας ενεργούς σχισµής, υπάρχει
πιθανότητα p1/B = 2/5 (αντίστοιχα, p2/B = 3/5) ότι εκτελείται ένα πρόγραµµα απο το χρήστη 1
(αντίστοιχα, από το χρήστη 2). Υποθέτουµε ότι γεγονότα που συνδέονται µε διαφορετικές χρονικές
σχισµές είναι ανεξάρτητα.

(α) Βρείτε την πιθανότητα ότι ένα πρόγραµµα από το χρήστη 1 εκτελείται για πρώτη ϕορά κατά τη
διάρκεια της 4ης χρονικής σχισµής.

(ϐ) ∆εδοµένου ότι ακριβώς 5 από τις 10 πρώτες χρονικές σχισµές ήταν ανενεργές, ϐρείτε την πιθα-
νότητα ότι η 6η ανενεργή χρονική σχισµή είναι η σχισµή 12.

(γ) Βρείτε το µέσο αριθµό των χρονικών σχισµών µέχρι και συµπεριλαµβανόµενης της σχισµής του
5ου προγράµµατος από το χρήστη 1.

(δ) Βρείτε το µέσο αριθµό των ενεργών χρονικών σχισµών µέχρι και συµπεριλαµβανόµενης της σχι-
σµής του 5ου προγράµµατος από το χρήστη 1.

(ε) Βρείτε τη συνάρτηση πιθανότητας, µέση τιµή και διασπορά του αριθµού των προγραµµάτων από
το χρήστη 2 µέχρι την υποβολή του 5ου προγράµµατος από το χρήστη 1.

΄Ασκηση 2 - Τυχαία εµφάνιση στη διαδικασία Bernoulli.

Ο αδερφός σας παίζει το ίδιο ϐίντεο-παιχνίδι συνεχώς. Υποθέστε ότι κερδίζει κάθε παιχνίδι µε πιθα-
νότητα p, ανεξάρτητα από τα αποτελέσµατα άλλων παιχνιδιών. Τα µεσάνυχτα µπαίνετε στο δωµάτιό
του και διαπιστώνετε ότι χάνει το παρόν παιχνίδι. Ποια είναι η συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού
των χαµένων παιχνιδιών µεταξύ της πιο πρόσφατης νίκης και της πρώτης µελλοντικής νίκης ;

΄Ασκηση 3

΄Ενας αστυνοµικός σταµατάει αυτοκίνητα για υπερβολική ταχύτητα. Το πλήθος των κόκκινων σπορ
αυτοκινήτων που σταµατά σε διάρκεια µίας ώρας ακολουθεί κατανοµή Poisson µε ϱυθµό 4, ενώ το
πλήθος των υπόλοιπων αυτοκινήτων που σταµατά σε διάρκεια µίας ώρας ακολουθεί κατανοµή Pois-
son µε ϱυθµό 2. Υποθέτουµε ότι οι δύο διαδικασίες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Υπολογίστε την
πιθανότητα ότι ο αστυνοµικός σταµατά τουλάχιστον 2 κοινά αυτοκίνητα πριν σταµατήσει 3 κόκκινα
σπορ αυτοκίνητα.
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΄Ασκηση 4

∆ύο πελάτες Α και Β υποβάλλουν εργασίες σύµφωνα µε δύο ανεξάρτητες στοχαστικές διαδικασίες
Poisson µε ϱυθµούς a και b εργασίες ανά ώρα, αντίστοιχα.

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα ακριβώς οκτώ από τις επόµενες δώδεκα εργασίες να προέρχονται από
τον πελάτη Α.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα υποβολής επτά εργασιών κατά τη διάρκεια t ωρών.

(γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας, µέση τιµή και διασπορά της τ.µ. M , του πλήθους των
εργασιών που υποβάλονται από τον πελάτη Α έως και το χρόνο υποβολής της 6ης εργασίας από τον
πελάτη Β.

Το πλήθος των προγραµµάτων σε κάθε υποβληθείσα εργασία µπορεί να είναι 2 ή 3 ή 4 µε ίση
πιθανότητα 1/3. Το πλήθος των προγραµµάτων σε κάθε εργασία είναι ανεξάρτητο από κάθε άλλη
εργασία καθώς και από τον πελάτη από τον οποίο προέρχεται η εργασία.

(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι οι 4 πρώτες εργασίες περιέχουν ακριβώς τον ίδιο αριθµό προ-
γραµµάτων.

(ε) Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.µ. X, του χρονικού διαστήµατος µέχρι
τη λήψη 5 εργασιών µε 3 προγράµµατα η καθεµία από τον πελάτη Α.

΄Ασκηση 5

Η Γεωργία παίρνει µέρος σε µία εξέταση πολλαπλών επιλογών (multiple choice exam). Μπορείτε να
υποθέσετε ότι το πλήθος των ερωτήσεων είναι άπειρο. Ταυτόχρονα αλλά ανεξάρτητα, το συνειδητό
και το υποσυνείδητο της Γεωργίας απαντούν στις ερωτήσεις, καθένα σύµφωνα µε δύο ανεξάρτητες
Poisson διαδικασίες (το συνειδητό και το υποσυνείδητο της πάντα δουλεύουν σε διαφορετικές ερω-
τήσεις). Απαντήσεις από το συνειδητό (υποσυνείδητο) της Γεωργίας δηµιουργούνται µε ϱυθµό λc

(λs) απαντήσεις ανά λεπτό. Υποθέτουµε ότι λc 6= λs.

Κάθε συνειδητή απάντηση αποτελεί µια ανεξάρτητη δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα pc να είναι
σωστή. Οµοίως, κάθε υποσυνείδητη απάντηση αποτελεί µια άλλη ανεξάρτητη δοκιµή Bernoulli µε
πιθανότητα ps να είναι σωστή. Η Γεωργία απαντά µόνο µία ϕορά σε κάθε ερώτηση και µπορείτε να
υποθέσετε ότι ο χρόνος να σηµειώσει την απάντησή της είναι αµελητέος.

(α) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού, K, των συνειδητών απαντήσεων που η Γε-
ωργία δίνει σε ένα διάστηµα T λεπτών.

(ϐ) Αν επιλέξουµε τυχαία µία ερώτηση στην οποία απάντησε η Γεωργία, ποια είναι η πιθανότητα ότι
η απάντησή της σε αυτή την ερώτηση είναι : (ι) µία συνειδητή απάντηση και (ιι) µία σωστή συνειδητή
απάντηση.

(γ) Σε ένα χρονικό διάστηµα µήκους T , ποια είναι η πιθανότητα ότι η Γεωργία δίνει ακριβώς r
συνειδητές και s υποσυνείδητες απαντήσεις ;

(δ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου X από την αρχή της εξέτασης έως
τη στιγµή που η Γεωργία δίνει την πρώτη συνειδητή απάντηση η οποία ακολουθεί τουλάχιστον µία
υποσυνείδητη απάντηση.
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(ε) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού των συνολικών απαντήσεων της Γεωργίας
µέχρι και την τρίτη συνειδητή απάντησή της.

(στ) Το γραπτό της µαζεύεται µόλις έχει απαντήσει ακριβώς σε N ερωτήσεις. Υπολογίστε : (ι) το
µέσο αριθµό των σωστών απαντήσεων και (ιι) τη συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού L των σωστών
απαντήσεων.

(Ϲ) Επαναλάβετε το υποερώτηµα (ε), όταν τα γραπτά µαζεύονται µετά από T λεπτά.

΄Ασκηση 6

Θεωρούµε µία στοχαστική διαδικασία Poisson µε ϱυθµό λ και ορίζουµε ως N(Gi) το πλήθος των
αφίξεων στο διάστηµα Gi = (ti, ti + ci]. ΄Εστω ότι έχουµε n τέτοια διαστήµατα, i = 1, 2, . . . , n, ξένα
µεταξύ τους. Συµβολίζουµε µε G την ένωση όλων αυτών των διαστηµάτων, G = ∪n

i=1Gi, και µε c το
συνολικό τους µήκος, c = c1 + c2 + . . . + cn. Αν ki ≥ 0 και µε k = ki + k2 + . . . + kn, υπολογίστε
την πιθανότητα

P (N(G1) = k1, N(G2) = k2, . . . , N(Gn) = kn | N(G) = k) .


