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΄Ασκηση 1.
(α) Κατά τη διάρκεια κάθε χρονικής σχισµής, η πιθανότητα εκτέλεσης ενός προγράµµατος από το
χρήστη 1 είναι p1 = p1|BpB = (2/5) · (5/6) = 1/3. Η εκτέλεση προγραµµάτων από το χρήστη 1
αποτελεί διαδικασία Bernoulli, µε παράµετρο p1, συνεπώς:

P (1η εκτέλεση προγράµµατος από το χρήστη 1 κατά την 4η χρονική σχισµή) = p1(1−p1)3 = 0.0988.

(ϐ) Ουσιαστικά, Ϲητείται η πιθανότητα η χρονική σχισµή 11 να είναι ενεργή και η 12 να είναι
ανενεργή (καθώς οι 5 απο τις 10 πρώτες χρονικές σχισµές ήταν ανενεργές). Εφόσον τα γεγονότα
που συνδέονται µε διαφορετικές χρονικές σχισµές είναι ανεξάρτητα, η Ϲητούµενη πιθανότητα που
είναι :

pB · pI =
5
6
· 1
6

= 0.1389.

(γ) Σε κάθε χρονική σχισµή εκτελείται πρόγραµµα από το χρήστη 1 µε πιθανότητα p1 = 1/3,
ανεξαρτήτως του τι συµβαίνει στις υπόλοιπες σχισµές. Η χρονική στιγµή εκτέλεσης του 5ου προ-
γράµµατος από το χρήστη 1 είναι Pascal τυχαία µεταβλητή τάξης 5, µε παράµετρο p1 = 1/3 και
άρα, ο Ϲητούµενος µέσος αριθµός χρονικών σχισµών είναι ίσος µε τη µέση τιµή της Pascal τ.µ., δηλ.

5
p1

=
5

1/3
= 15.

(δ) Σε κάθε ενεργή χρονική σχισµή εκτελείται πρόγραµµα από το χρήστη 1 µε πιθανότητα p1|B =
2/5, ανεξαρτήτως του τι συµβαίνει στις υπόλοιπες σχισµές. Η Ϲητούµενη τ.µ. είναι Pascal τ.µ. τάξης
5, µε παράµετρο p1|B = 2/5 και άρα, ο Ϲητούµενος µέσος αριθµός χρονικών σχισµών είναι ίσος µε
τη µέση τιµή της τ.µ., δηλ.

5
p1|B

=
5

2/5
=

25
2

= 12.5.

(ε) Ο αριθµός T των προγραµµάτων από το χρήστη 2 µέχρι την υποβολή του 5ου προγράµµατος
από το χρήστη 1 είναι ίσος µε τον αριθµό B των ενεργών σχισµών µέχρι την εκτέλεση του 5ου
προγράµµατος από το χρήστη 1, µειωµένο κατά 5. Ο αριθµός των ενεργών σχισµών (‘‘δοκιµές ’’)
µέχρι το 5ο πρόγραµµα του χρήστη 1 (‘‘επιτυχία’’) είναι µία Pascal τ.µ. τάξης 5, µε παράµετρο
p1|B = 2/5 και άρα

pB(t) =
(

t− 1
4

)(
2
5

)5(
1− 2

5

)t−5

, t = 5, 6, . . .

Εφόσον T = B − 5, ισχύει ότι pT (t) = pB(t + 5) και άρα

pT (t) =
(

t + 4
4

)(
2
5

)5(
1− 2

5

)t

, t = 0, 1, . . .
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Χρησιµοποιώντας τους τύπους της µέσης τιµής και της διασποράς της Pascal τ.µ. B, παίρνουµε
τελικά

E[T ] = E[B]− 5 =
25
2
− 5 = 7.5

και

var(T ) = var(B) =
5 (1− (2/5))

(2/5)2

΄Ασκηση 2.
΄Εστω t ο αριθµός του παιχνιδιού όταν µπαίνετε στο δωµάτιο. ΄Εστω M ο αριθµός του πιο πρόσφατου
παιχνιδιού που κέρδισε ο αδερφός σας και έστω N ο αριθµός του πρώτου παιχνιδιού που ϑα κερδίσει
στο µέλλον. Η τυχαία µεταβλητή X = N − t είναι γεωµετρικά κατανεµηµένη µε παράµετρο p.
Λόγω συµµετρίας και ανεξαρτησίας των παιχνιδιών, η τυχαία µεταβλητή Y = t − M είναι επίσης
γεωµετρικά κατανεµηµένη µε παράµετρο p. Τα παιχνίδια που έχει χάσει µεταξύ της πιο πρόσφατης
επιτυχίας και της πρώτης αποτυχίας είναι όλα µεταξύ M και N . Το πλήθος τους L είναι

L = N −M − 1 = X + Y − 1

ώστε, η L + 1 έχει µία Pascal PMF τάξης 2, δηλ.

P (L + 1 = k) =
(

k − 1
1

)
p2(1− p)k−2.

΄Αρα,

pL(i) = P (L + 1 = i + 1) =
(

i

1

)
p2(1− p)i−1, i = 1, 2, . . .

΄Ασκηση 3.
΄Εστω Ns(t) η διαδικασία καταµέτρησης των σπορ αυτοκινήτων και No(t) η διαδικασία καταµέτρη-
σης των κοινών αυτοκινήτων που σταµάτησε ο αστυνοµικός. Η από κοινού διαδικασία καταµέτρη-
σης, N(t), είναι µία διαδικασία Poisson ϱυθµού 6. Κάθε ϕορά που ο αστυνοµικός σταµατάει ένα
αυτοκίνητο, η πιθανότητα αυτό να είναι κόκκινο σπορ είναι :

4
2 + 4

=
2
3
.

Εποµένως,

P (ο αστυνοµικός σταµατάει τουλάχιστον 2 κοινά αυτοκίνητα πριν σταµατήσει 3 σπορ αυτοκίνητα)
= 1− P (ο αστυνοµικός σταµατάει 0 κοινά αυτοκίνητα πριν σταµατήσει 3 σπορ αυτοκίνητα)−
− P (ο αστυνοµικός σταµατάει 1 κοινό αυτοκίνητο πριν σταµατήσει 3 σπορ αυτοκίνητα)

= 1−
(

2
3

)3

−
(

3
1

) (
1
3

)(
2
3

)3

=
33
81

=
11
27

.
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΄Ασκηση 4.

(α) Θεωρώντας ένα πολύ µικρό χρονικό διάστηµα δ, έχουµε:

P (A) = P ({εργασία από Α}|{υποβάλλεται κάποια εργασία})

=
P ({υποβάλλεται εργασία από τον Α})
P ({υποβάλλεται κάποια εργασία})

=
aδ

(a + b)δ

=
a

a + b

Συνεπώς,

P (ακριβώς 8 από τις επόµενες 12 εργασίες προέρχονται από τον πελάτη Α) =
(

12
8

) (
a

a + b

)8 (
b

a + b

)4

.

(ϐ) Το ερώτηµα αφορά τη συνδυασµένη διαδικασία υποβολής εργασιών από τους πελάτες Α και Β,
η οποία έχει ϱυθµό a + b. Με άλλα λόγια, Ϲητείται η πιθανότητα P (7, t) για ϱυθµό λ = a + b, η
οποία είναι :

((a + b)t)7e−(a+b)t

7!
(γ) Χρησιµοποιώντας τη συνδυασµένη διαδικασία, έχουµε:

{M = m} = {m υποβολές από τον Α σε σύνολο m+5 υποβολών ΚΑΙ η (m+6)-η υποβολή είναι από τον Β}
Από την ιδιότητα έλλειψης µνήµης της διαδικασίας Poisson προκύπτει ότι :

P (M = m) = P (m υποβολές από τον Α σε σύνολο m + 5 υποβολών)×
× P ( η (m + 6)-η υποβολή είναι από τον Β)

pM (m) =
(

m + 5
m

) (
b

a + b

)6 (
a

a + b

)m

, m = 0, 1, 2, . . .

Για την εύρεση της µέσης τιµής και της διασποράς της M µπορούµε είτε να χρησιµοποιήσουµε απ΄
ευθείας την PMF που υπολογίσαµε προηγουµένως, είτε να παρατηρήσουµε ότι

M = X1 + X2 + · · ·+ X6

όπου η Xi είναι τυχαία µεταβλητή που περιγράφει τον αριθµό των υποβολών του Α µεταξύ της
(i−1)-οστής και i-οστής υποβολής του Β. Μπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι οι Xi είναι i.i.d.
τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν γεωµετρική κατανοµή µετατοπισµένη κατά 1, µε παράµετρο
p = 1− P (A) =

(
b

a+b

)
.

΄Αρα,

E[M ] = 6E[X] = 6

(
a + b

b
− 1

)
=

6a

b
var(M) = 36var(X) =

36a(a + b)
b2

(δ) P (υποβολή εργασίας µε 2 προγράµµατα) = P (υποβολή εργασίας µε 3 προγράµµατα) =
= P (υποβολή εργασίας µε 4 προγράµµατα) = 1/3

P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν ίδιο αριθµό προγραµµάτων) = P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν 2 προγράµµατα)
+ P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν 3 προγράµµατα)
+ P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν 4 προγράµµατα)

= 3

(
1
3

)4

=
1
27
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(ε) Μπορούµε να ϕτάσουµε εύκολα στην απάντηση του ερωτήµατος χρησιµοποιώντας διαίρεση της
διαδικασίας Poisson. ∆ηµιουργούµε µια νέα διαίρεση της διαδικασίας του πελάτη Α, οι αφίξεις της
οποίας αντιστοιχούν σε εργασίες του Α που περιλαµβάνουν 3 προγράµµατα. Η νέα διαδικασία έχει
ϱυθµό

P (η εργασία έχει 3 προγράµµατα)× (αρχικός ϱυθµός) =
1
3
a

οπότε η X είναι Erlang τ.µ. 5ης τάξης µε παράµετρο
(

1
3a

)
και, συνεπώς, η PDF της είναι :

fX(x) =

(
1
3a

)5
x4e−

1
3
ax

4!
, x ≥ 0

΄Ασκηση 5.

(α) Η τ.µ. K ακολουθεί κατανοµή Poisson µε µέσο πλήθος αφίξεων µ = λcT

pK(k) =
(λcT )ke−λcT

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ;T ≥ 0

(ϐ) ι. P (συνειδητή απάντηση) =
λc

λc + λs
ιι. P (σωστή συνειδητή απάντηση) = P (συνειδητή απάντηση) P (σωστή απάντηση|συνειδητή απάντηση) =

=
λc

λc + λs
pc

(γ) Εφόσον το συνειδητό και το υποσυνείδητο της Γεωργίας απαντούν ανεξάρτητα στις ερωτήσεις,

P (r συνειδητές απαντήσεις και s υποσυνείδητες απαντήσεις σε διάστηµα T ) =
= P (r συνειδητές απαντήσεις σε διάστηµα Τ) · P (r υποσυνείδητες απαντήσεις σε διάστηµα Τ) =

=
(λcT )re−λcT

r!
· (λsT )se−λsT

s!

(δ) ΄Εστω Xs το χρονικό διάστηµα από την αρχή της εξέτασης µέχρι τη στιγµή της 1ης υποσυνείδητης
απάντησης, και Xc το χρονικό διάστηµα από τη στιγµή της 1ης υποσυνείδητης απάντησης µέχρι τη
στιγµή της επόµενης συνειδητής απάντησης.
Παρατηρείστε ότι οι Xs και Xc είναι ανεξάρτητες εκθετικά κατανεµηµένες τ.µ. µε παραµέτρους λs

και λc, αντίστοιχα:

fXs(xs) =
{

λse
−λsxs , xs ≥ 0

0 ,αλλού

fXc(xc) =
{

λce
−λcxc , xc ≥ 0

0 ,αλλού

X = Xs + Xc, άρα η Ϲητούµενη PDF είναι η συνέλιξη των δύο παραπάνω εκθετικών κατανοµών.
Για x ≥ 0,
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fX(x) =
∫ +∞

−∞
λse

−λs(x−xc)λce
−λcxcdxc

=
∫ x

0
λsλce

−λsxe(λs−λc)xcdxc x− xc > 0

= λsλce
−λsx

∫ x

0
e(λs−λc)xcdxc

=
λsλc

λs − λc
e−λsx(e(λs−λc)x − 1) λs 6= λc

=
λsλc

λs − λc
(e−λcx − e−λsx)

Στο παραπάνω ερώτηµα µπορούµε να ακολουθήσουµε και την οδό του υπολογισµού µέσω των ϱο-
πογενητριών, όπως έχουµε δει στην τάξη.

(ε) Ας χαρακτηρίσουµε ως επιτυχία µία συνειδητή απάντηση και αποτυχία µία υποσυνείδητη απάν-
τηση. Τότε

P (επιτυχία) =
λc

λc + λs
, P (αποτυχία) =

λs

λc + λs

Ο αριθµός N των συνολικών απαντήσεων (προσπαθειών) µέχρι και την 3η επιτυχία (συνειδητή
απάντηση) ακολουθεί κατανοµή Pascal 3-ης τάξης :

pN (n) =
(

n− 1
2

)(
λc

λc + λs

)3 (
λs

λc + λs

)n−3

, n = 3, 4, . . .

(στ) ι. E(σωστές απαντήσεις) = N ·E(Η i-στή ερώτηση είναι σωστή) = N [
λc

λc + λs
pc +

λs

λc + λs
ps].

ιι. Θεωρώντας ότι εκτελούµε ένα πείραµα ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli στο οποίο η πιθα-
νότητα επιτυχίας p είναι

p =
λc

λc + λs
pc +

λs

λc + λs
ps,

η Ϲητούµενη συνάρτηση πιθανότητας είναι ∆ιωνυµική:

pL(l) =
(

N

l

) [
λc

λc + λs
pc +

λs

λc + λs
ps

]l [
1−

(
λc

λc + λs
pc +

λs

λc + λs
ps

)]N−l

όπου l = 0, 1, . . . , N.

(Ϲ) ι. E(σωστές απαντήσεις) = (λcpc + λsps)T .

ιι. Συµβολίζοντας µε λ = λcpc + λsps το µέσο ϱυθµό σωστών απαντήσεων, η Ϲητούµενη συνάρ-
τηση πιθανότητας είναι :

pL(l) =
(λT )le−λT

l!
, l = 0, 1, . . .
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΄Ασκηση 6.
Θέτουµε Ni = N(Gi) για i = 1, . . . , n και NG = N(G), οπότε

P (N1 = k1, . . . , Nn = kn|NG = k) =
P (N1 = k1, . . . , Nn = kn, NG = k)

P (NG = k)

=
P (N1 = k1) · · ·P (Nn = kn)

P (NG = k)

=
(c1λ)k1e−c1λ

k1! · · · (cnλ)kne−cnλ

kn!

(cλ)ke−cλ

k!

=
k!

k1! . . . kn!

(
c1

c

)k1

· · ·
(

cn

c

)kn

=
(

k

k1 · · · kn

) (
c1

c

)k1

. . .

(
cn

c

)kn

Το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να ερµηνευθεί ως µία πολυωνυµική κατανοµή. Φανταστείτε ότι
ϱίχνουµε ένα n-πλευρο Ϲάρι k ϕορές και ότι η πλευρά i έρχεται µε πιθανότητα pi = ci/c. Η
πιθανότητα ότι η πλευρά i έρχεται ki ϕορές δίνεται από την παραπάνω έκφραση. Κάνοντας τη
σύνδεση µε τη διαδικασία Poisson που έχουµε, µπορούµε να πούµε ότι κάθε πλευρά αντιστοιχεί
σε ένα διάστηµα δειγµατοληψίας και ότι η πιθανότητα να δειγµατοληπτήσουµε σε αυτό εξαρτάται
ευθέως από το σχετικό του µήκος. Αυτό επαληθεύει τη διαισθητική υπόθεσή µας ότι, δοθέντος
ενός αριθµού αφίξεων Poisson σε συγκεκριµένο διάστηµα, οι αφίξεις ακολουθούν οµοιόµορφη
κατανοµή.


