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΄Ασκηση 1

΄Εστω µία Μαρκοβιανή αλυσίδα µε δύο καταστάσεις 1 και 2. ΄Εχουµε ότι :

P (Xn = 1/Xn−1 = 1) =
1
3

P (Xn = 2/Xn−1 = 2) =
1
2

(α) ∆ώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας.
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Xn = 2/Xn−1 = 1).
(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Xn = 2/Xn−1 = 1, Xn−2 = 2).
(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Xn = 2/Xn−2 = 2).
(ε) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X3 = 1) όταν P (X1 = 1) = 1/2.
(στ) Υπολογίστε τη στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας.

΄Ασκηση 2

Η Μαρία έχει δύο κέρµατα. Το κέρµα Α ϕέρνει κεφαλή (Κ) µε πιθανότητα a, ενώ το κέρµα Β ϕέρνει
κεφαλή µε πιθανότητα b. Αν στην n-στή ϱίψη η Μαρία ϕέρει κεφαλή, στην (n + 1)-στή ϱίψη ϑα
χρησιµοποιήσει το κέρµα Α, αλλιώς ϑα χρησιµοποιήσει το κέρµα Β. Ορίστε τις καταστάσεις µιας
Μαρκοβιανής αλυσίδας που περιγράφει πλήρως την εξέλιξη αυτού του πειράµατος, υπολογίστε τις
πιθανότητες µετάβασης, δώστε το γράφηµα, και υπολογίστε την οριακή κατανοµή της αλυσίδας.
Ποια είναι η πιθανότητα ότι η k-στή ϱίψη ϑα ϕέρει κεφαλή, για k αρκετά µεγάλο ;

΄Ασκηση 3

Στο ταµείο της καφετερίας του Πανεπιστηµίου εργάζεται µόνο µία υπάλληλος. Λόγω έλλειψης
χώρου, επιτρέπει να σχηµατίσουν ουρά µπροστά της µόνο M ϕοιτητές. Αν ϕτάνοντας στην ουρά
κάποιος ϕοιτητής ϐρει µπροστά του M συµφοιτητές του (µαζί µε αυτόν που εξυπηρετείται εκείνη τη
στιγµή), ϕεύγει αµέσως. Κάθε λεπτό συµβαίνει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα γεγονότα :

• ένας νέος ϕοιτητής ϕτάνει µε πιθανότητα p,

• ένας ϕοιτητής ϕεύγει µε πιθανότητα kq, όπου k είναι ο αριθµός των ϕοιτητών στην καφετέρια,

• κανένας νέος ϕοιτητής δεν ϕτάνει ούτε υπάρχων ϕεύγει µε πιθανότητα 1− p− kq (αν υπάρχει
τουλάχιστον ένας ϕοιτητής στην καφετέρια) ή µε πιθανότητα 1− p (αν δεν υπάρχει).

(α) Αυτό το πρόβληµα µπορεί να µοντελοποιηθεί µέσω µιας στοχαστικής διαδικασίας γεννήσεως-
ϑανάτου. Ορίστε τις κατάλληλες καταστάσεις και δώστε το γράφηµα της αλυσίδας.

(ϐ) Επισκέπτεστε την καφετέρια αφού αυτή είναι ανοιχτή για αρκετό χρόνο. Πόσους πελάτες περι-
µένετε να ϐρείτε στην ουρά ;
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΄Ασκηση 4

Θεωρείστε την αλυσίδα Markov µε καταστάσεις {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} η οποία περιγράφεται από τον
ακόλουθο πίνακα µετάβασης:

P =




0.5 0.5 0 0 0 0 0
0.5 0.4 0.1 0 0 0 0
0 0.6 0.4 0 0 0 0
0 0 0.2 0.4 0.2 0.2 0
0 0 0 0.7 0 0 0.3
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0




.

(α) Ποιες είναι οι έµµονες και µεταβατικές καταστάσεις της αλυσίδας· Επίσης, προσδιορίστε τις κλά-
σεις επικοινωνίας και αν είναι περιοδικές ή όχι.

(ϐ) Υπάρχουν οι οριακές (στάσιµες) πιθανότητες δεδοµένου ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση
1; Ποιες είναι αυτές ;

(γ) Υπάρχουν οι οριακές πιθανότητες δεδοµένου ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 6; Ποιες
είναι αυτές ;

(δ) ΄Εστω ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 1 αλλά ξεκινάµε να την παρατηρούµε αφού έχει
µπει σε steady-state. (i) Βρείτε την πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνεται κατά ένα στην επόµενη
µετάβαση. (ii) Βρείτε την δεσµευµένη πιθανότητα ότι η διαδικασία ϐρισκόταν στην κατάσταση 2
όταν αρχίσαµε να την παρατηρούµε, δεδοµένου ότι η κατάσταση αυξήθηκε κατά ένα στην πρώτη
µετάβαση που παρατηρήσαµε. (iii) Βρείτε την πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξήθηκε κατά ένα στην
πρώτη αλλαγή κατάστασης που παρατηρήσαµε.

(ε) ΄Εστω ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 4. (i) Για κάθε κλάση επικοινωνίας, ϐρείτε την
πιθανότητα ότι τελικά η διαδικασία ϑα καταλήξει σε αυτή. (ii) Ποιος είναι ο αναµενόµενος αριθµός
ϐηµάτων έως την πρώτη µετάβαση του συστήµατος σε µία κλάση επικοινωνίας ;

΄Ασκηση 5

΄Ενα πειραµατικό ποντίκι είναι ϕυλακισµένο µέσα σε ένα κλουβί µε τρεις πόρτες. Σε κάθε γύρο,
το ποντίκι ανοίγει τυχαία µία πόρτα και τρώει ένα κοµµάτι τύρι, εάν υπάρχει τέτοιο πίσω από την
πόρτα που άνοιξε. Κάθε πόρτα επιλέγεται µε ίση πιθανότητα σε κάθε γύρο, ανεξάρτητα από το που
το ποντίκι ϐρήκε τυρί στον προηγούµενο γύρο. Αν δεν ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο γύρο, η
πιθανότητα ότι το ποντίκι ϑα ϐρει τυρί σε αυτόν τον γύρο είναι 3/4. Αν ϐρέθηκε τυρί στον προη-
γούµενο γύρο και η ίδια πόρτα επιλεγεί σε αυτόν τον γύρο, η πιθανότητα ότι το ποντίκι ϑα ϐρει τυρί
είναι 0. Ενώ αν ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο γύρο και διαφορετική πόρτα επιλεγεί σε αυτόν τον
γύρο, η πιθανότητα ότι το ποντίκι ϑα ϐρει τυρί είναι 1.

(α) Μας ενδιαφέρει το αν το ποντίκι τρώει το τυρί του σε κάθε γύρο. Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα
που περιγράφει πλήρως την εξέλιξη του πειράµατος. Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, δώστε το
γράφηµα της αλυσίδας µε τις πιθανότητες µετάβασης καθαρά γραµµένες στις ακµές, και γράψτε
τον αντίστοιχο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης.

(ϐ) Αν παρατηρήσετε το ποντίκι για 1000 γύρους, σε ποιο ποσοστό αυτών ϑα το δείτε να τρώει το
τυρί του;
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(γ) ΄Εστω ότι δεν ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο γύρο. Ποιος είναι ο µέσος αριθµός γύρων έως
ότου το ποντίκι να ϕάει ένα κοµµάτι τυρί;

(δ) ΄Εστω ότι δεν ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο γύρο. Ποιος είναι ο µέσος αριθµός γύρων έως
ότου το ποντίκι να ϕάει n κοµµάτια τυρί;

Βοήθεια : Στα ερωτήµατα (γ) και (δ) χρησιµοποιείστε τις γνώσεις σας σχετικά µε µέσους χρόνους ως
την πρώτη επίσκεψη και µέσο χρόνο επανόδου, αντίστοιχα.

(ε) Κοιτάτε µέσα στο κλουβί και παρατηρήτε ότι το ποντίκι τρώει ένα κοµµάτι τυρί πίσω από την
πόρτα 1. Ποια είναι η πιθανότητα ότι 3 γύρους µετά, το ποντίκι ϑα ϐρεθεί να τρώει πάλι πίσω από
την πόρτα 1;

Βοήθεια : Στο ερώτηµα (ε), χρειάζεται να ορίσετε µία νέα Μαρκοβιανή αλυσίδα που να περιγράφει
και τίς πόρτες πίσω από τις οποίες το ποντίκι ϐρίσκει τυρί.


