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΄Ασκηση 1.

(α) Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι :

P =
[

1/3 2/3
1/2 1/2

]

Σχήµα 1: Μαρκοβιανή αλυσίδα ϑέµατος 1 (α)

(ϐ) P (Xn = 2/Xn−1 = 1) = 2
3

(γ) P (Xn = 2/Xn−1 = 1, Xn−2 = 2) = P (Xn = 2/Xn−1 = 1) = 2
3

(δ)

P (Xn = 2/Xn−2 = 2) = P (Xn = 2/Xn−1 = 1, Xn−2 = 2)P (Xn−1 = 1/Xn−2 = 2)
+ P (Xn = 2/Xn−1 = 2, Xn−2 = 2)P (Xn−1 = 2/Xn−2 = 2)
= P (Xn = 2/Xn−1 = 1)P (Xn−1 = 1/Xn−2 = 2)
+ P (Xn = 2/Xn−1 = 2)P (Xn−1 = 2/Xn−2 = 2)

= p12p21 + p22p22 =
2
3
× 1

2
+

1
2
× 1

2
=

7
12

.

(ε) P (X3 = 1) = P (X1 = 1)(p11p11 + p12p21) + P (X1 = 2)(p21p11 + p22p21) = · · · = 31
72 .

(στ)

π =
[

π1 π2

]
= πP =

[
π1 π2

] [
1/3 2/3
1/2 1/2

]

Εποµένως

π1 =
1
3
π1 +

1
2
π2

π2 =
2
3
π1 +

1
2
π2

Το σύστηµα µας δίνει : 2
3π1 = 1

2π2. ΄Οµως π1 + π2 = 1. Συνεπώς π = 3
7 και π2 = 4

7 .
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΄Ασκηση 2.
Θα µοντελοποιήσουµε την ϱίψη των κερµάτων µε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε δύο καταστάσεις
{H, T}. Γνωρίζουµε ότι pHH = α, pHT = 1 − α, pTH = b, pTT = 1 − b. Το γράφηµα της
µαρκοβιανής αλυσίδας για αυτό το πείραµα ϕαίνεται στο σχήµα 2.

H T

a

1 − a

b

1 − b

Σχήµα 2: Το γράφηµα της µαρκοβιανής αλυσίδας για την άσκηση 2.

Ζητείται να υπολογιστεί η πιθανότητα ότι η k-οστή ϱίψη ϑα ϕέρει κεφαλή, για k αρκετά µεγάλο. Οι
τοπικές εξισώσεις ισορροπίας µας δίνουν ότι :

pHT πH = pTHπT ,

όπου πH είναι η πιθανότητα της µόνιµης κατάστασης (steady state), όπου η Μαρκοβιανή αλυσίδα
ϑα ϐρίσκεται στην κατάσταση H, και οµοίως για την πT , οπότε έχουµε:

πH = απH + bπT (1)

και

πT = (1− α)πH + (1− b)πT . (2)

Γνωρίζουµε ακόµα ότι

πH + πT = 1. (3)

Συνδιάζοντας τις εξισώσεις 1, 2 και 3 έχουµε:

πH =
b

1− α + b
.

΄Ασκηση 3.

(α) Ορίζουµε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα, Σχήµα (3), µε τόσες καταστάσεις όσους και ϕοιτητές,
δηλαδή 0, 1, ...,M .

(ϐ) Για την Μαρκοβιανή αλυσίδα του ερωτήµατος α), οι εξισώσεις ισορροπίας είναι

πip = πi+1(i + 1)q, i = 0, 1, 2, ..., M − 1.

Ορίζουµε ρ = p/q, οπότε πi+1 = ρ
i+1πi, άρα,

πi =
ρi

i!
π0, i = 0, 1, 2, ..., M − 1. (4)

΄Οµως, 1 = π0 + π1 + π2 + ... + πM και εποµένως,

1 = π0

(
1 +

ρ1

1!
+

ρ2

2!
+ ... +

ρM

M !

)
,
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Σχήµα 3: Μαρκοβιανή αλυσίδα Μ καταστάσεων.

π0 =
1

∑M
k=0

ρk

k!

. (5)

Χρησιµοποιώντας εποµένως τις (4), (5) έχουµε ότι,

πi =
ρi

i!∑M
k=0

ρk

k!

.

Εποµένως, ο µέσος αριθµός των πελατών στην ουρά είναι,

N̄ =
M∑

i=0

iπi = ρ ·
∑M−1

i=0
ρi

i!∑M
k=0

ρk

k!

.

΄Ασκηση 4.

(α) Οι καταστάσεις 4 και 5 είναι µεταβατικές ενώ όλες οι άλλες είναι περιοδικές. Υπάρχουν δύο
κλάσεις επικοινωνίας. Η κλάση {1, 2, 3} είναι µη περιοδική και η κλάση {6, 7} είναι περιοδι-
κή.

(ϐ) Αν η διαδικασία αρχίσει από την κατάσταση 1, ϑα µείνει στην µη περιοδική κλάση επικοινωνίας
{1, 2, 3} και οι πιθανότητες µετάβασης n−ϐηµάτων ϑα συγκλίνουν στις στάσιµες πιθανότητες
πi. Οι τοπικές εξισώσεις ισορροπίας παίρνουν την εξής µορφή:

π1 = π2 π2 = 6π3

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση κανονικοποίησης παίρνουµε τελικά ότι :

π1 = π2 =
6
13

π3 =
1
13

(γ) Επειδή η κλάση {6, 7} είναι περιοδική, δεν υπάρχουν οριακές πιθανότητες. Ειδικά, η ακολου-
ϑία r66 (n) εναλλάσσεται µεταξύ 0 και 1 και δεν συγκλίνει.

(δ) (i) Η πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνει κατά ένα κατά τη διάρκεια της πρώτης µετάβασης
ισούται µε :

0.5π1 + 0.1π2 =
18
65

(δ) (ii) Η πιθανότητα ότι η διαδικασία ϐρίσκεται στην κατάσταση 2 και ότι η κατάσταση αυξάνει
είναι :

0.1π2 =
0.6
13

.
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(δ) (iii) Αν η κατάσταση είναι η 1 (πιθανότητα 6/13), είναι ϐέβαιο ότι ϑα αυξηθεί κατά την πρώτη
αλλαγή κατάστασης που ϑα παρατηρήσουµε. Αν η κατάσταση είναι η 2 (πιθανότητα 6/13), τότε
έχει πιθανότητα 1/6 να αυξηθεί κατά την πρώτη αλλαγή κατάστασης που ϑα παρατηρήσουµε.
Επιπλέον, αν η κατάσταση είναι η 3, αυτή δεν µπορεί να αυξηθεί κατά την πρώτη αλλαγή
κατάστασης που ϑα παρατηρηθεί. Εποµένως, η πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνει κατά την
πρώτη παρατηρούµενη αλλαγή κατάστασης είναι ίση µε :

6
13

+
1
6
· 6
13

=
7
13

(ε) (i) ΄Εστω a4 και a5 οι πιθανότητες ότι η επισκεφτόµαστε τελικά την κλάση {1, 2, 3} αρχίζοντας
από τις καταστάσεις 4 και 5 αντίστοιχα. ΄Εχουµε ότι :

a4 = 0.2 + 0.4a4 + 0.2a5,

a5 = 0.7a4,

το οποίο µας δίνει :

a4 = 0.2 + 0.4a4 + 0.14a4

=
10
23

Επίσης, αρχίζοντας από την κατάσταση 4 η πιθανότητα να ϕθάσουµε στη κλάση {6, 7} είναι :
1− (10/23) = 13/23.

(ε) (ii) Αρχίζοντας από τις καταστάσεις 4 και 5, έστω ότι οι αναµενόµενοι χρόνοι για να ϕθάσουµε
σε µια περιοδική κατάσταση είναι µ4 και µ5 αντίστοιχα. Τότε ϑα έχουµε:

µ4 = 1 + 0.4µ4 + 0.2µ5

µ5 = 1 + 0.7µ4

Αντικαθιστώντας την δεύτερη εξίσωση στην πρώτη και λύνοντας ως προς τον µ4 ϑα πάρουµε
τελικά ότι :

µ4 =
60
23

.

΄Ασκηση 5.

(α) Ορίζουµε τις δύο καταστάσεις : Κατάσταση 1 - ¨Το ποντίκι ϐρίσκει τυρί¨ και Κατάσταση 2 -
¨Το ποντίκι δεν ϐρίσκει τυρί.¨ Σύµφωνα µε τα δεδοµένα της εκφώνησης, ο πίνακας πιθανοτήτων
µετάβασης αυτής της αλυσίδας είναι :

P =
[

2/3 1/3
3/4 1/4

]

(ϐ) Οι εξισώσεις ισορροπίας δίνουν :

π =
[

π1 π2

]
= πP =

[
π1 π2

] [
2/3 1/3
3/4 1/4

]

Το σύστηµα µας δίνει : 1
3π1 = 3

4π2. ΄Οµως π1 + π2 = 1. Συνεπώς π1 = 9
13 = 0.692 και π2 = 4

13 .
΄Αρα, στους 1000 γύρους το ποντίκι ϑα τρώει τυρί στους 692.

(γ) Το ερώτηµα Ϲητά να υπολογίσουµε το µέσο χρόνο έως την πρώτη επίσκεψη της κατάστασης 1
ξεκινώντας από την κατάσταση 2. Σύµφωνα µε τις σηµειώσεις (σελ. 82) έχουµε ότι s = 1 και :

t1 = 0

t2 = 1 + p21t1 + p22t2 = 1 +
1
4
t2 ⇒ t2 =

4
3

= 1.33.
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(δ) Εδώ µας Ϲητείται ο µέσος χρόνος, T , µέχρι την επίσκεψη της κατάστασης 1 από την 2 ακολου-
ϑούµενος από (n− 1) επανόδους στην κατάσταση 1 ξεκινώντας από την 1:

T = t2 + (n− 1)t∗1,

όπου t2 = 4
3 (από το υποερώτηµα γ) και

t∗1 = 1 + p11t1 + p12t2 = 1 +
1
3

4
3

=
13
9

.

Συνεπώς,
T =

4
3

+ (n− 1)
13
9

.

(ε) Εδώ µας ενδιαφέρει πίσω από ποια πόρτα ϐρίσκει το ποντίκι να ϕάει. Εποµένως, ορίζουµε κα-
τάλληλα τις εξής καταστάσεις :

Κατάσταση i: ¨Το ποντίκι ϐρίσκει τυρί πίσω από την πόρτα i,  = 1, 2, 3¨
Κατάσταση 4: ¨Το ποντίκι δεν ϐρίσκει τυρί¨

Για αυτή τη νέα αλυσίδα, ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι :

P =




0 1/3 1/3 1/3
1/3 0 1/3 1/3
1/3 1/3 0 1/3
1/4 1/4 1/4 1/4




Υπάρχουν 7 διαδροµές µήκους 3 που ξεκινούν και καταλήγουν στην κατάσταση 1:

1 → 2 → 3 → 1 (πιθανότητα: 1
27 )

1 → 2 → 4 → 1 (πιθανότητα: 1
36 )

1 → 3 → 2 → 1 (πιθανότητα: 1
27 )

1 → 3 → 4 → 1 (πιθανότητα: 1
36 )

1 → 4 → 2 → 1 (πιθανότητα: 1
36 )

1 → 4 → 3 → 1 (πιθανότητα: 1
36 )

1 → 4 → 4 → 1 (πιθανότητα: 1
48 )

Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι : 2 1
27 + 4 1

36 + 1
48 = 0.206.


