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΄Ασκηση 1. Οι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) X και Y έχουν τις συνάρτησεις πυκνότητας
πιθανότητας (σ.π.π.) που ϕαίνονται στο Σχήµα ;;. Ορίζουµε το άθροισµα των δύο τ.µ., W = X + Y .
Υπολογίστε τη σ.π.π., fW (w), της τ.µ. W , υπολογίζοντας τη συνέλιξη των fX(x) και fY (y) µε
γραφικό τρόπο.
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Σχήµα 1: Κατανοµές των τ.µ. X και Y της άσκησης 1.

΄Ασκηση 2. Για τις περιπτώσεις (α) και (ϐ) παρακάτω, υπολογίστε το ϕράγµα Chebyshev καθώς
και την ακριβή τιµή της πιθανότητας του γεγονότος |X − E[X]| ≥ c. ∆ώστε τη γραφική παρά-
σταση τόσο του ϕράγµατος όσο και της ακριβούς τιµής της πιθανότηατς ως συνάρτηση του c (για
0 ≤ c ≤ 4). Είναι το ϕράγµα Chebyshev πιο χρήσιµο για µικρές ή για µεγάλες τιµές της σταθεράς c;

(α) Η τ.µ. X είναι τυπική Γκαουσιανή, X ∼ N(0, 1).

(ϐ) Η τ.µ. X είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα [−b, b]. (Σε αυτή την περίπτωση επι-
λέξτε την τιµή b = 2.5 για τη γραφική παράσταση.)

΄Ασκηση 3. ΄Εστω οι ανεξάρτητες τ.µ. X, Y και Z. Η τ.µ. X είναι Bernoulli µε παράµετρο p = 1/3.
Η τ.µ. Y είναι εκθετικη µε παράµετρο λ = 2. Η τ.µ. Z είναι Poisson µε παράµετρο λ = 3.

(α) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. 2Z + 3.

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. Y + Z.

(γ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. U = XY + (1−X)Z.
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΄Ασκηση 4 ΄Ενας αστρονόµος ϑέλει να υπολογίσει τη ϕωτεινότητα b ενός µακρινού άστρου µε σφάλµα
το οποίο µε πιθανότητα 95% είναι µικρότερο από 0.1. Το τηλεσκόπιό του προσθέτει τυχαίο ϑόρυβο
N για τον οποίο γνωρίζει ότι έχει µέση τιµή 0 και τυπική απόκλιση 2 και του οποίου τα δείγµατα
είναι ανεξάρτητα από τη µία µέτρηση στην άλλη. Εποµένως, κάθε µέτρηση που κάνει, Xk, µπορεί
να µοντελοποιηθεί ως το άθροισµα της (άγνωστης) σταθερής τιµής της ϕωτεινότητας, b, του άστρου
και της τ.µ. Nk του ϑορύβου:

Xk = b + Nk.

Για να µειώσει το σφάλµα της εκτίµησης, ο αστρονόµος πραγµατοποιεί ένα πλήθος από n ανεξάρ-
τητες µετρήσεις και υπολογίζει το µέσο όρο τους :

Mn =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
.

(α) Χρησιµοποιείστε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (ΚΟΘ) για να υπολογίσετε προσεγγιστικά το πλή-
ϑος των µετρήσεων που απαιτούνται για να επιτύχει ο αστρονόµος το στόχο του ως προς την ακρίβεια
της εκτίµησης της ποσότητας b.

(ϐ) Χρησιµοποιείστε το ϕράγµα Chebyshev για να υπολογίσετε ένα αυστηρό άνω όριο για το πλήθος
των µετρήσεων που να εξασφαλίζει τη Ϲητούµενη ακρίβεια.

΄Ασκηση 5. Σε ένα παιχνίδι τύχης, ξεκινάτε µε ένα ευρώ και σε κάθε ανεξάρτητη ϱίψη ενός δίκαιου
κέρµατος είτε διπλασιάζετε τα χρήµατά σας είτε χάνετε τα τρία τέταρτα αυτών. Για να περιγράψουµε
µαθηµατικά την εξέλιξη του παιχνιδιού, ας ορίσουµε µία ακολουθία από ανεξάρτητες και όµοια
κατανεµηµένες τ.µ. Y1, Y2, . . ., µε συνάρτηση πιθανότητας :

P (Yk = 2) = P (Yk =
1
4
) =

1
2
, για κάθε k ≥ 1.

Τότε, τα χρήµατά σας, Fn, αµέσως µετά από την n-στή ϱίψη είναι :

Fn = Y1Y2 · · ·Yn.

Επίσης ορίζουµε το λογάριθµο των χρηµάτων:

Ln = log2 (Fn).

(α) Υπολογίστε τη µέση τιµή της περιουσίας σας µετά από n ϱίψεις, E[Fn].

(ϐ) Υπολογίστε τη διασπορά της περιουσίας σας µετά από n ϱίψεις, var(Fn).

(γ) Εξηγήστε σε µία πρόταση µε ποιο τρόπο ϑα ϐρεθείτε µε 1 ευρώ (δηλαδή µε το ποσό µε το οποίο
αρχίσατε το παιχνίδι) µετά από n ϱίψεις.

(δ) Υπολογίστε ένα άνω ϕράγµα για την πιθανότητα ότι τα χρήµατά σας είναι ίσα ή περισσότερα από
1 ευρώ µετά από n ϱίψεις. (Βοήθεια : Χρησιµοποιήστε την ανισότητα Chebyshev στη ∆ιωνυµική
κατανοµή.)

(ε) Η µέση τιµή E[Fn] που υπολογίσατε στο (α) τείνει στο άπειρο καθώς το n τείνει στο άπειρο. Από
την άλλη, η πιθανότητα στο (δ) τείνει στο 0 για n →∞. Αποτελεί αυτό µία αντίφαση ; Εξηγήστε την
απάντησή σας.

(στ) Εφαρµόστε το ΚΟΘ στην τ.µ. Ln ώστε να υπολογίσετε την τιµή N για την οποία ισχύει ότι :

P (Fn ≥ 0.01) ≤ 0.01, για κάθε n ≥ N.


