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΄Ασκηση 1.

Επειδή οι X και Y είναι ανεξάρτησες,

fW (w) =

∫ ∞
x=−∞

fX(x)fY (w − x)dx

Παρακάτω παρουσιάζεται γραφικά η συνέλιξη :

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω εικόνα, fW (w) = 0 για w < −4.

Για −4 ≤ w ≤ −3, fW (w) = w+4
12 .
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Για −3 ≤ w ≤ −1, fW (w) = 1
12 .

Για −1 ≤ w ≤ 0, fW (w) = 1
12 + w+1

12 = w+2
12 .

Για 0 ≤ w ≤ 3, fW (w) = 1−w
12 + w+1

12 = 1
6 .

Για 3 ≤ w ≤ 5, fW (w) = 5−w
12 .

Συνεπώς έχουµε την παρακάτω pdf για το w:

fW (w) =



0 , w < −4
w+4
12 ,−4 ≤ w ≤ −3
1
12 ,−3 ≤ w ≤ −1

w+2
12 ,−1 ≤ w ≤ 0

1
6 , 0 ≤ w ≤ 3

5−w
12 , 3 ≤ w ≤ 5

0 , w > 5
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΄Ασκηση 2.

(α) Εάν X ∼ N(0, 1), τότε E[X] = 0 και var(X) = σ2X = 1. Η ανισότητα Chebyshev είναι :

P [|X − 0| > c] ≤
σ2X
c2

=
1

c2
.

Για το ϕράγµα Chebyshev, σηµειώστε ότι για c ≤ 1 το ϕράγµα στη πιθανότητα είναι µεγαλύτερο
από 1 και συνεπώς δεν είναι πολύ χρήσιµο. Η ακριβής πιθανότητα µπορεί να υπολογιστεί µε χρήση
της συνάρτησης Φ ως,

P [|X − 0| > c] = P (X > c) + P (X < −c) = 2(1− Φ(
c

σ
)) = 2(1− Φ(c)).

Σχήµα 1: ∆ιακεκοµµένη γραµµή: Chebyshev ϕράγµα, Ευθεία γραµµή: Ακριβής πιθανότητα

(ϐ) ΕάνX ∼ Unif [−b, b], τότε E[X] = 0 και var(X) = 4b2

12 = b2

3 . Η ανισότητα Chebyshev είναι :

P [|X − 0| > c] ≤ b2

3c2
, c ≥ 0,

και η ακριβής πιθανότητα είναι

P [|X − 0| > c] = P (X > c) + P (X < −c)

άρα

P [|X − 0| > c] =

{
b−c
b , 0 < c < b
0 ,αλλιώς

Στο παρακάτω διάγραµµα έχουµε b = 2.5
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Σχήµα 2: ∆ιακεκοµµένη γραµµή: Chebyshev ϕράγµα, Ευθεία γραµµή: Ακριβής πιθανότητα, ϐ =
2.5

Σύµφωνα µε το παραπάνω διάγραµµα, όταν το c είναι κοντά στο µηδέν, το ϕράγµα ειναι
µεγαλύτερο από 1, συνεπώς δεν είναι χρήσιµο. Καθώς το c αυξάνεται, το ϕράγµα είναι πιο κοντά
στην ακριβή πιθανότητα. Το ϕράγµα Chebyshev είναι γενικά µάλλον συντηρητικό. Ωστόσο, µ-
πορεί να είναι χρήσιµο λόγω της απλότητας του και επειδή δε χρειάζεται να γνωρίζουµε την ϐασική
κατανοµή, παρά µόνο τη µέση τιµή και τη διακύµανση.

΄Ασκηση 3.

Οι ϱοπογεννήτριες συναρτήσεις για τις X, Y και Z είναι

MX(s) =
2

3
+

1

3
es

MY (s) =
2

2− s
, s > 2

MZ(s) = e3(e
s−1)

(α) Με άµεση αντικατάσταση του 2Z + 3 στη µέση τιµή,

M2Z+3(s) = E[es(2Z+3)] = e3sE[ss(2Z)] = e3sMZ(2s) = e3se3(e
2s−1)

(ϐ) Αφού οι τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες,

MY+Z(s) = MY (s)MZ(s) =
2

2− s
e3(e

s−1)

.
(γ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές µπορούµε

να ξαναγράψουµε τη pdf του U , πριν πάρουµε το µετασχηµατισµό του U .

fU (u) = fU |X(u|1)P (X = 1) + fU |X(u|0)P (X = 0)

= fY (u)P (X = 1) + fZ(u)P (X = 0)

Συνεπώς,

MU (s) =
1

3
MY (s) +

2

3
MZ(s) =

1

3

2

2− s
+

2

3
e3(e

s−1).

Μια διαφορετικη λύση είναι να υποθέσουµε την υποσυνθήκη αναµενόµενη τιµή ως εξής :

MU (s) = E[es(XY+(1−X)Z)] = P (X = 1)E[es(1·Y+0·Z)] + P (X = 0)E[es(0·Y+1·Z)]

=
1

3
MY (s) +

2

3
MZ(s) =

1

3

2

2− s
+

2

3
e3(e

s−1)
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΄Ασκηση 4.

Ξεκινάµε διαπιστώνοντας ότι

Mn =
X1 +X2 + . . .+Xn

n
=

(b+N1) + (b+N2) + . . .+ (b+Nn)

n

= b+
N1 +N2 + . . . Nn

n

Συνεπώς E[Mn] = b και var(Mn) = σ2Mn
= var(Ni)

n = 4
n , καθώς οι Nis είναι ανεξάρτητες και

οµοιόµορφα κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές.
(α) Ενδιαφερόµαστε να διασφαλίσουµε ότι η πιθανότητα το σφάλµα να είναι µικρότερο από 0.1

είναι 95%. Συνεπώς,

P (|Mn − b| < 0.1) = P (|N1 +N2 + . . .+Nn

n
| < 0.1) ≥ 0.95

Από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (ΚΟΘ) έχουµε οτι το Mn−b
σMn

προσεγγίζει τη κανονική κατανοµή
καθώς το n → ∞. Για να αποκτήσουµε αυτή τη µορφή, διαιρούµε και τις δύο πλευρές µε την
τυπική απόκλιση του Mn.

P (|N1 +N2 + . . .+Nn

2
√
n

| < 0.1
√
n

2
) ≥ 0.95,

όπου N1+N2+...+Nn

2
√
n

έχει µέση τιµή µηδέν και διακύµανση 1. ΄Εχοντας µεγάλο n, µπορούµε να
εφαρµόσουµε το ΚΟΘ για να προσεγγίσουµε την αριστερή πλευρά

Φ
(0.1
√
n

2

)
− Φ

(
−0.1

√
n

2

)
≥ 0.95

Φ
(0.1
√
n

2

)
− (1− Φ

(0.1
√
n

2

)
) ≥ 0.95

Φ
(0.1
√
n

2

)
≥ 1.95

2
= 0.975.

Από το πίνακα της τυπικής κανονικής κατανοµής έχουµε ότι Φ(x) ≈ 0.975, για x = 1.96. Συνεπώς,

1.96 ≈ 0.1
√
n

2
n ≈ 1537

(ϐ) Σύµφωνα µε το ϕράγµα Chebyshev έχουµε ότι

P (|Y − E[Y ]| ≥ c) ≤
σ2Y
c2
.

Εφαρµόζοντας αυτό το ϕράγµα για Y = Mn, c = 0.1, και E[Mn] = b έχουµε

P (|Mn − b| ≥ 0.1) ≤
σ2Mn

0.12
= 1− 0.95

Συνεπώς, η 4
n(0.1)2

= 0.05 δίνει ένα κατώτερο όριο για το n ίσο µε 8000. Συνεπώς, κάθε n ≥ 8000
επιτυγχάνει την απαιτούµενη απόδοση.
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Ενώ το ΚΟΘ παρέχει µια προσέγγιση για τον αριθµό των µετρήσεων που χρειάζονται για να
επιτευχθεί ένα συγκεκριµένο επίπεδο απόδοσης, η ανισότητα Chebyshev εγγυάται µια δεδοµένη
απόδοση. Στη περίπτωση αυτή, ο αστρονόµος είναι σίγουρος ότι αν πάρει τουλάχιστον 8000 µετρή-
σεις, µε πιθανότητα τουλάχιστον 95% το σφάλµα της εκτίµησης του ϑα είναι µικρότερο από 0.1.

΄Ασκηση 5.

(α) E[Fn] = E[Y1 · Y2 · . . . · Yn] = E[Y1]E[Y2] · · ·E[Yn] = [12(2 + 1
4)]n = (98)n ευρώ, όπου χρησι-

µοποιήσαµε την ανεξαρτησία των Yk για να εκφράσουµε την αναµενόµενη τιµή των γινοµένων τους
ως το γινόµενο των αναµενόµενων τιµών.

(ϐ) Οµοίως, E[F 2
n ] = E[Y 2

1 · Y 2
2 · . . . · Y 2

n ] = E[Y 2
1 ] · E[Y 2

2 ] · . . . E[Y 2
n ] = [12(4 + 1

16)]n = (6532)n,
όπου κι σε αυτή τη περίπτωση χρησιµοποιήσαµε την ανεξαρτησία των Yk. Συνεπώς, var(Fn) =

E[F 2
n ]− (E[Fn])2 = (6532)n − (8164)n = (130)n−(81)n

(64)n .

(γ) ∆ύο νίκες τετραπλασιάζουν τα χρήµατα και µία ήττα τα πολλαπλασιάζει µε 1
4 . Συνεπώς, δύο

νίκες µπορούν να ακυρώσουν µια ήττα ώστε να µην επηρεαστεί το ποσό µε το οποίο ξεκίνησε το
παιχνίδι.

(δ) ΄Εστω ότι Xn είναι ο αρχικός αριθµός από κορόνες στις πρώτες n ϱίψεις. Η συνάρτηση
µάζας πιθανότητας για τη Xn είναι ∆ιωνυµικη µε παραµέτρους 1

2 και n. Τα χρήµατα είναι 1 ευρώ
ή περισσότερα µετά από τη n-στη ϱίψη αν και µόνο αν Xn ≥ 2(n − Xn), δηλαδή Xn ≥ 2n/3.
Σηµειώστε ότι E[Xn] = n/2 και var(Xn) = n/4, και ισχύει ότι

P (Xn ≥
2n

3
) = P (Xn −

n

2
≥ 2n

3
− n

2
=
n

6
) ≤ P (|Xn −

n

2
| ≥ n

6
) ≤ (n/4)

(n/6)2
= 9/n −→n→∞ 0.

(ε) Το αναµενόµενο κέρδος (9/8)n του παίχτη τείνει στο άπειρο για n, ενώ η πιθανότητα να
κερδίσει περισσότερα ή ίσα ϕράζεται από το (9/n), το οποίο µηδενίζεται για µεγάλο n. Συνεπώς,
είναι πολύ πιθανό η Fn να ϐρίσκεται αρκετά κάτω από τη µέση τιµή για µεγάλο n. Αυτό ϑα ήταν
απίθανο ( έστω σύµφωνα µε τη Chebyshev ανισότητα), αν δεν ίσχυε το γεγονός ότι η διακύµανση
της Fn µεγαλώνει αρκετά γρήγορα µε το n. Ποσοτικά έχουµε,

E[Fn]− 1

σFn

=
(9/8)n − 1√
(130)n−(81)n

(64)

n
≈ (9/8)n√

(130/64)n
= (0.79)n −→n→∞ 0,

δηλαδή για µεγάλο n, η µέση τιµή της Fn διαφέρει από την τιµή 1 κατά ένα αµελητέο ποσοστό της
σFn .

(στ) ΄Εστω Zk = log(Yk). Τότε,

Ln = log2(Y1Y2 · · ·YN ) = log2(Y1) + log2(Y2) + · · ·+ log2(Yn) = Z1 + Z2 + · · ·+ Zm.

Εποµένως,

(Fn ≥ 0.01) = (Ln ≥ log2(0.01)) = (Ln ≥ −6.64) = (Z1 + . . .+ Zn ≥ −6.64)

Αφού οι Y είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές και οι Z ϑα είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές.
Επιπλέον, E[Zk] = 1

2(1− 2) = −1/2 και σ2Zk
= var(Zk) = E[Z2

k ]− (E[Zk])
2 = 5/2− 1/4 = 9/4.

Για να χρησιµοποιήσουµε το ΚΟΘ σηµειώστε ότι

(Z1 + · · ·+ Zn ≥ −6.64) = (
Z1 + · · ·+ Zn − nE[Zk]√

nσZk

≥ −6.64 + n/2

3
√
n/2

).
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Η ποσότητα στα αριστερά έχει περίπου µια N(0, 1) αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας για
µεγάλα n, συνεπώς αναζητούµε το n για το οποίο ισχυει

1− Φ(
−6.64 + n/2

3
√
n/2

) ≤ 0.01

Φ(
−6.64 + n/2

3
√
n/2

) ≥ 0.99

−6.64 + n/2

3
√
n/2

≥ 2.33

n ≥ 73.


