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΄Ασκηση 1. Η εφαρµογή µίας ϐάσης δεδοµένων σε ένα υπολογιστικό νέφος προσπελαύνεται κατά
µέσο όρο από 15 πελάτες ανά λεπτό. Μοντελοποιούµε τις προσβάσεις σύµφωνα µε µία Poisson
στοχαστική διαδικασία. Υπολογίστε την πιθανότητα ότι κατά τη διάρκεια ενός λεπτού, 3 πελάτες
προσπελαύνουν την εφαρµογή τα πρώτα 10 δευτερόλεπτα και 2 πελάτες προσπελαύνουν την εφαρ-
µογή τα τελευταία 15 δευτερόλεπτα.

΄Ασκηση 2. Θεωρήστε µία Poisson στοχαστική διαδικασία µε ϱυθµό λ > 0.

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα να έχουµε ακριβώς µία άφιξη σε κάθε ένα από τα διαστήµατα (0, 1],
(1, 2] και (2, 3].

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα να έχουµε 2 αφίξεις στο διάστηµα (0, 2] και 2 αφίξεις στο διάστηµα
(1, 3].

(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα να έχουµε 2 αφίξεις στο διάστηµα (1, 2] δεδοµένου ότι έχουµε 2
αφίξεις στο διάστηµα (0, 2] και 2 αφίξεις στο διάστηµα (1, 3].

΄Ασκηση 3. ∆ύο ειδών σωµατίδια ϕτάνουν σε έναν ανιχνευτή. Αυτά που ϕτάνουν είναι τύπου Α µε
πιθανότητα pA και τύπου Β µε πιθανότητα pB = 1 − pA. ΄Ενα σωµατίδιο τύπου Α καταγράφεται
(δηλαδή ανιχνεύεται και προσµετράται) από τον ανιχνευτή µε πιθανότητα α. Τα σωµατίδια τύπου Β
δεν καταγράφονται από τον ανιχνευτή.

(α) Σε ένα πλήθος 100 αφίξεων σωµατιδίων, ποιος είναι ο µέσος αριθµός σωµατιδίων που καταγρά-
ϕονται από τον ανιχνευτή ;

(ϐ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. K, του πλήθους των σωµατιδίων που ϕτάνουν
στον ανιχνευτή από την αρχή της παρατήρησης (χρόνος t = 0) εώς και την άφιξη του πρώτου σωµα-
τιδίου που καταγράφεται από τον ανιχνευτή.

(γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. L, του πλήθους των σωµατιδίων που ϕτάνουν στον
ανιχνευτή από την αρχή της παρατήρησης (χρόνος t = 0) εώς και την άφιξη του τρίτου σωµατιδίου
που καταγράφεται από τον ανιχνευτή.

Για τη συνέχεια του προβήµατος, υποθέτουµε ότι η συνολική στοχαστική διαδικασία των αφίξεων
και των δύο τύπων σωµατιδίων, Α και Β, είναι Poisson µε ένταση 2 σωµατίδια ανά δευτερόλεπτο.

΄Εστω N(t) ο αριθµός των σωµατιδίων που ϕτάνουν στον ανιχνευτή στο διάστηµα [0, t] sec. Με R(t)
συµβολίζουµε την ένδειξη του µετρητή του ανιχνευτή η οποία αρχίζει µε την τιµή 0 σε χρόνο t = 0
και αυξάνεται κατά 1 κάθε ϕορά που καταγράφεται ένα νέο σωµατίδιο.
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(δ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. M = N(60)−N(30).

(ε) Καταγράφουµε την ένδειξη του µετρητή κάθε T δευτερόλεπτα, οπότε δηµιουργούµε ένα αρχεί-
ο µε τις τιµές R(iT ) για i = 0, 1, 2, . . .. Υπολογίστε τη µέση τιµή και τη διασπορά της R(iT ).
Ποια είναι η µέση τιµή και η διασπορά της διαφοράς µεταξύ δύο διαδοχικών καταχωρήσεων,
R((k + 1)T )−R(kT );

(στ) Χρησιµοποιώντας το ΚΟΘ, υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. R(iT )
για µεγάλα i, εκφράζοντάς την συναρτήσει της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της τυπικής
Γκαουσιανής.

΄Ασκηση 4. ∆ύο ειδών µεταφορικά µέσα πηγαίνουν από την πλατεία Ελευθερίας στην Κνωσό: ταξί
και λεωφορεία. Οι χρόνοι µεταξύ των αφίξεων διαδοχικών ταξί είναι εκθετικά κατανεµηµένες ανε-
ξάρτητες τ.µ. µε παράµετρο λ1, ενώ οι χρόνοι µεταξύ των αφίξεων διαδοχικών λεωφορείων είναι
εκθετικά κατανεµηµένες ανεξάρτητες τ.µ. µε παράµετρο λ2. ΄Εστω ότι η Σοφία και η Τζέσικα ϕτά-
νουν στην πλατεία Ελευθερίας στις 7:00 το πρωί.

(α) Ποιο είναι το µέσο χρονικό διάστηµα µέχρι να δουν το πρώτο όχηµα ;

(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα το πρώτο όχηµα που ϐλέπουν να είναι ταξί και ποια η πιθανότητα να
είναι λεωφορείο ;

Με ταξί, η διάρκεια της διαδροµής (έστω σε λεπτά της ώρας) από την πλατεία Ελευθερίας µέχρι την
Κνωσό είναι εκθετικά κατανεµηµένη τ.µ. µε παράµετρο µ1, ενώ µε λεωφορείο η αντίστοιχη διάρκεια
είναι εκθετικά κατανεµηµένη µε παράµετρο µ2. Υποθέτουµε ανεξαρτησία όλων των τ.µ.

(γ) Οι δύο ϕίλες µπαίνουν στο πρώτο όχηµα που περνά και ϕτάνουν στην Κνωσό µετά από X λεπτά.
Υπολογίστε τη ϱοπογενήτρια συνάρτηση της τ.µ. X. (Βοήθεια: Εκφράστε την τ.µ. X ως το άθροισµα
δύο ανεξάρτητων τ.µ.)

(δ) ΄Εστω ότι ένα ταξί και ένα λεωφορείο περνούν ταυτόχρονα από την πλατεία. Η Σοφία µπαίνει στο
ταξί και η Τζέσικα στο λεωφορείο. ΄Εστω Y ο χρόνος από την αναχώρησή τους εώς τη στιγµή που
συναντιούνται και πάλι στην Κνωσό. Υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Y .

Στην πραγµατικότητα υπάρχουν δύο ειδών λεωφορεία, τα express και τα κανονικά. ΄Ενα τυχαίο
λεωφορείο που ϕτάνει στην πλατεία είναι express µε πιθανότητα p και κανονικό µε πιθανότητα 1−p.

(ε) Αν οι ϕίλες κάθονται στην πλατεία για l λεπτά της ώρας, πόσα express λεωφορεία ϑα δούν να
περνούν κατά µέσο όρο ;

(στ) Αν συνεχίσουν να πίνουν τον καφέ τους επ΄ άπειρον, ποια είναι η πιθανότητα ότι ϑα δουν k
express λεωφορεία πριν δουν k κανονικά ;


