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΄Ασκηση 1.

Προφανώς, το πλήθος των πελατών N(t1, t2] οι οποίοι προσπελαύνουν την εφαρµογή στη διάρκεια
t2 − t1 δευτερολέπτων ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 15

60(t2 − t1) = (t2 − t1)/4. Η
πιθανότητα που µας Ϲητείται είναι :

P (N(0, 10] = 3, N(45, 60] = 2) = P (N(0, 10] = 3) · P (N(45, 60] = 2) (ανεξάρτητα γεγονότα)

=
(10/4)3e−10/4

3!
· (15/4)2e−15/4

2!
= 0.0353.

΄Ασκηση 2.

(α) Τα χρονικά διαστήµατα (0, 1], (1, 2] και (2, 3] είναι ξένα µεταξύ τους και έχουν την ίδια διάρκεια,
ίση µε 1 µονάδα χρόνου. Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι (λe−λ)3 = λ3e−3λ.

(ϐ) ΄Εστω N(t1, t2] το πλήθος των αφίξεων στο χρονικό διάστηµα (t1, t2]. Τότε N(t1, t2] ∼ Poisson(λ(t2−
t1)). Ζητούµε την πιθανότητα του γεγονότος A = {N(0, 2] = 2, N(1, 3] = 2}. Παρατηρούµε ότι το
A είναι η ένωση των ξένων µεταξύ τους γεγονότων B020, B111 και B202, όπου

Bijk = {N(0, 1] = i, N(1, 2] = j, N(2, 3] = k}.
Καθώς τα {N(0, 1] = i}, {N(1, 2] = j} και {N(2, 3] = k} είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους γεγονότα,
έχουµε ότι :

P (A) = P (B020) + P (B111) + P (B202)

= e−λ

(
λ2

2!
e−λ

)
e−λ + (λe−λ)3 +

(
λ2

2!
e−λ

)
e−λ

(
λ2

2!
e−λ

)

=
(

λ2

2
+ λ3 +

λ4

4

)
e−3λ.

(γ) Εδώ Ϲητούµε τη δεσµευµένη πιθανότητα:

P ({N(1, 2] = 2}|A) =
P ({N(1, 2] = 2} ∩A)

P (A)
.

Αλλά, {N(1, 2] = 2} ∩A = B020. Εποµένως,

P ({N(1, 2] = 2}|A) =
P (B020)
P (A)

=
e−λ

(
λ2

2! e
−λ

)
e−λ

(
λ2

2 + λ3 + λ4

4

)
e−3λ

=
λ2

2
λ2

2 + λ3 + λ4

4

=
2

2 + 4λ + λ2
.



Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - 2012/Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων 2

΄Ασκηση 3.

(α) Τα σωµατίδια που καταγράφονται από τον ανιχνευτή είναι τύπου Α και σχηµατίζουν µια σ.δ.
Bernouli µε παράµετρο pAa. Συνεπώς ο αριθµός των σωµατιδίων που καταγράφονται σε ένα
πλήθος 100 αφίξεων ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n = 100 και p = pAa.
Εποµένως, ο µέσος αριθµός των σωµατιδίων που καταγράφονται είναι np = 100pAa.

(ϐ) Η τυχαία µεταβλητή Κ ισοδυναµεί µε το πλήθος των προσπαθειών έως την 1η επιτυχία σε µια
σ.δ. Bernoulli µε παράµετρο pAa. Εποµένως η τυχαία µεταβλητή K ακολουθεί γεωµετρική
κατανοµή:

pK (k) = (1− pAa)k−1 pAa ; k = 1, 2, 3, . . .

(γ) Η τυχαία µεταβλητή L ισοδυναµεί µε το πλήθος των δοκιµών έως την 3η επιτυχία σε µια σ.δ.
Bernoulli µε παράµετρο pAa. Εποµένως η τ.µ. L ακολουθεί κατανοµή Pascal τάξης 3:

pL (l) =
(

l − 1
2

)
(pAa)3 (1− pAa)l−3 ; l = 3, 4, 5, 6, . . .

(δ) Προφανώς, η τ.µ. N(t) ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 2t. Η τ.µ. M είναι το
πλήθος των σωµατιδίων που ϕτάνουν στο διάστηµα [30 60] sec. Λόγω της ιδιότητας έλλειψης
µνήµης της σ.δ. Poisson, η M ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 2 (60− 30) = 60:

pM (m) =
60m

m!
e−60 ; m = 0, 1, 2, . . .

(ε) Η σ.δ. που σχετίζεται µε την R (t) αφορά τις αφίξεις σωµατιδίων τύπου A που καταγράφονται
από τον ανιχνευτή. Αυτή είναι µια σ.δ. Poisson µε ένταση pAa σωµατίδια/σες. Συνεπώς η
R(t) ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 2pAat:
Εποµένως:

E [R (iT )] = 2pAaiT = var(R(iT ))

Επίσης : E [R ((k + 1)T )−R (kT )] = 2pAa (k + 1)T − 2pAakT

= 2pAaT

Και
var (R ((k + 1)T )−R (kT )) = var (πλήθος καταγραφών σε χρόνο Τ)

= 2pAaT

(στ) Η τ.µ. R(iT ) µπορεί να εκφραστεί ως το άθροισµα i το πλήθος ανεξάρτητων και όµοια
κατανεµηµένων τ.µ. Poisson µε παράµετρο 2pAaT :

R (iT ) =
i∑

k=1

[R (kT )−R((k − 1)T )]

Με άµεση εφαρµογή του ΚΟΘ έχουµε ότι :

FR(iT ) (r) ≈ Φ
(

r − i2pAaT√
2pAaT i

)
.
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΄Ασκηση 4.

(α) Η συνολική σ.δ. αφίξεων όλων των οχηµάτων είναι Poisson µε ένταση λ1 + λ2. Συνεπώς το
µέσο χρονικό διάστηµα µέχρι την άφιξη του πρώτου οχήµατος είναι 1

λ1+λ2
.

(ϐ) Από τις ιδιότητες των συγχωνευµένων σ.δ. Poisson έχουµε ότι :

P (πρώτο όχηµα είναι ταξί) =
λ1

λ1 + λ2

Και
P (πρώτο όχηµα είναι λεωφορείο) =

λ2

λ1 + λ2

(γ) ΄Εχουµε X = W + D, όπου W είναι ο χρόνος εως την άφιξη του πρώτου οχήµατος και
D είναι η διάρκεια της διαδροµής από την πλατεία Ελευθερίας στην Κνωσσό. Προφανώς
W ∼ exp(λ1 + λ2) οπότε Mw (s) = λ1+λ2

λ1+λ2−s . Για την τ.µ. D έχουµε το εξής :

MD (s) = E
[
esD

]
= E

[
esD

∣∣ όχηµα είναι ταξί] λ1
λ1+λ2

+ E
[
esD

∣∣ όχηµα είναι λεωφορείο] λ2
λ1+λ2

= µ1

µ1−s
λ1

λ1+λ2
+ µ2

µ2−s
λ2

λ1+λ2
,

αφού η διάρκεια της διαδροµής D δεδοµένου ότι το µέσο είναι το ταξί (λεωφορείο) είναι
εκθετικά κατανεµηµένη µε παράµετρο µ1 (µ2).
Καθώς οι W και D είναι ανεξάρτητες, έχουµε ότι :

MX (s) = MW (s) MD (s) = λ1+λ1
λ1+λ2−s

(
µ1

µ1−s
λ1

λ1+λ2
+ µ2

µ2−s
λ2

λ1+λ2

)

(δ) ΄Εστω DT η διάρκεια διαδροµής µε ταξί και DB η διάρκεια διαδροµής µε το λεωφορείο. Τότε
Y = max(DT , DB). Επίσης µπορούµε να εκφράσουµε την Y ως Y = Y1 + Y2 όπου Y1 είναι
ο χρόνος έως την άφιξη του πρώτου οχήµατος στην Κνωσσό, Y2 είναι χρόνος από την άφιξη
του πρώτου οχήµατος έως την άφιξη του δεύτερου οχήµατος στην Κνωσσό.
΄Εχουµε ότι Y1 είναι ο χρόνος πρώτης άφιξης σε σ.δ. Poisson έντασης µ1 + µ2.
Εποµένως, E [Y1] = 1

µ1+µ2
Επίσης,

E [Y2] = E [Y2 | DT < DB] P (DT < DB) + E [Y2 | DT ≥ DB] P (DT ≥ DB)

=
1
µ1

µ1

µ1 + µ2
+

1
µ1

µ2

µ1 + µ2

Εποµένως, E [Y ] = 1
µ1+µ2

[
1 + µ1

µ2
+ µ2

µ1

]

(ε) Express λεωφορεία περνούν σύµφωνα µε µια σ.δ. Poisson έντασης pλ2. Συνεπώς ο µέσος
αριθµός αφίξεων express λεωφορείων σε l λεπτά είναι lpl2.

(στ) Το γεγονός είναι ισοδύναµο µε το γεγονός να δουν k ή περισσότερα express λεωφορεία στα
πρώτα 2k − 1 λεωφορεία :

Pr =
2k−1∑

i=k

(
2k − 1

i

)
pi(1− p)2k−1−i


