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΄Ασκηση 1. Μία Μαρκοβιανή αλυσίδα µε επτά καταστάσεις έχει τις ακόλουθες πιθανότητες µετά-
ϐασης:

pij =





0.5, (i, j) = (3, 2), (3, 4), (5, 6), (5, 7)
1, (i, j) = (1, 3), (2, 1), (4, 5), (6, 7), (7, 5)
0, αλλιώς

΄Εστω Xk η κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας τη χρονική στιγµή k.

(α) ∆ώστε το γράφηµα της αλυσίδας.
(ϐ) Για ποιες τιµές του n έχουµε ϑετικές πιθανότητες µετάβασης n-στής τάξης από την κατάσταση 1
στην 5, r15(n) = P (Xn = 5/X0 = 1) > 0;
(γ) Βρείτε το σύνολο A(i) των καταστάσεων που είναι προσιτές από την κατάσταση i για κάθε
i = 1, 2, . . . , 7.
(δ) Βρείτε τις µεταβατικές και έµµονες καταστάσεις της αλυσίδας. Για κάθε έµµονη κατάσταση,
αποφασίστε αν είναι περιοδική (και µε ποια περίοδο) ή απεριοδική.
(ε) Ποιος ο ελάχιστος αριθµός µεταβάσεων µε µη µηδενική πιθανότητα που πρέπει να προστεθούν
στην αλυσίδα ώστε και οι επτά καταστάσεις να αποτελούν µία µοναδική κλάση επικοινωνίας ;

΄Ασκηση 2. Θεωρείστε την αλυσίδα Μαρκο η οποία περιγράφεται από τον ακόλουθο πίνακα µετά-
ϐασης:

P =




0.5 0 0 0 0.5 0 0
0.3 0.4 0 0 0.2 0.1 0
0 0 0.6 0.2 0 0.2 0
0 0 0 0.5 0 0 0.5

0.3 0.4 0 0 0.3 0 0
0 0 0.4 0.6 0 0 0
0 0 0 0.6 0 0 0.4




.

(α) Ποιες είναι οι µεταβατικές, έµµονες και περιοδικές καταστάσεις της αλυσίδας ;
(ϐ) Ποιες είναι οι κλάσεις επικοινωνίας της αλυσίδας ;
(γ) Υπολογίστε τις limn→∞ p41(n) και limn→∞ p66(n).

΄Ασκηση 3. Στο γκαράζ του Πανεπιστηµίου έχει εγκατασταθεί µία µπάρα η οποία λειτουργεί µε
κάρτες και δυστυχώς κινδυνεύει από το προσωπικό και τους καθηγητές. Συγκεκριµένα κάθε µέρα
ένα αυτοκίνητο προσκρούει στην µπάρα µε πιθανότητα p και στην περίπτωση αυτή µία καινούρια
µπάρα πρέπει να εγκατασταθεί. Επίσης, µία µπάρα η οποία λειτουργεί για m µέρες αντικαθίσταται
από µία νέα για λόγους καλής λειτουργίας.
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(α) Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφει πλήρως τη λειτουργία του συστήµατος της
µπάρας του γκαράζ. Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, δώστε το γράφηµα της αλυσίδας µε τις πι-
ϑανότητες µετάβασης καθαρά γραµµένες στις ακµές, και γράψτε τον αντίστοιχο πίνακα πιθανοτήτων
µετάβασης.

(ϐ) Γράψτε τις εξισώσεις ισορροπίας και υπολογίστε τη στατική κατανοµή της αλυσίδας.

(γ) Σε ϐάθος χρόνου (µακροπρόθεσµα), ποια είναι η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η µπά-
ϱα ; Με τι ισούται αυτή η συχνότητα όταν η διάρκεια m της ϕυσικής Ϲωής της µπάρας είναι πολύ
µεγάλη ;

΄Ασκηση 4. ΄Εστω η Μαρκοβιανή αλυσίδα που ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Μαρκοβιανή αλυσίδα για την ΄Ασκηση 4.

(α) Ποιες είναι οι έµµονες και µεταβατικές καταστάσεις της αλυσίδας ; Επίσης, προσδιορίστε τις
κλάσεις επικοινωνίας και αν είναι περιοδικές ή όχι.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X1 = 2, X2 = 5 | X0 = 1).

(γ) Υπάρχουν οι οριακές (στατικές) πιθανότητες δεδοµένου ότι η αλυσίδα αρχίζει στην κατάσταση 3
(X0 = 3); Ποιες είναι αυτές ;

(δ) ∆εδοµένου ότι η αλυσίδα αρχίζει στην κατάσταση 3, ποια είναι η πιθανότητα ότι η n-στή µετά-
ϐαση ϑα είναι µία αυτο-µετάβαση (µετάβαση στην ίδια κατάσταση); Υποθέστε ότι το n είναι πολύ
µεγάλο.

Ορίζουµε το χρόνο T ως το πρώτο n για το οποίο ισχύει ότι Xn ∈ {3, 4, 5}.

(ε) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. T δεδοµένου ότι X0 = 1.

(στ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (XT = 5 | X0 = 1).

(Ϲ) ΄Οσο η κατάσταση του συστήµατος είναι η 1 ή η 2, λαµβάνουµε τόσα ευρώ όσα η τωρινή κατά-
σταση. ΄Εστω vi το αναµενόµενο ποσό που λαµβάνουµε όταν η αρχική κατάσταση είναι η i (i = 1, 2).
Γράψτε το σύστηµα των εξισώσεων που ϑα σας επιτρέψουν να υπολογίσετε τα v1 και v2. Ποιο είναι
το µέσο κέρδος σας για κάθε µία από τις αρχικές καταστάσεις 1 και 2;


