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΄Ασκηση 1.

(α) Το διάγραµµα καταστάσεων της Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι το εξής :

Σχήµα 1: Το διάγραµµα καταστάσεων για την άσκηση 1.

(ϐ) Από την κατάσταση 1 περνάµε στη κατάσταση 5 µέσω τουλάχιστον τριών µεταβάσεων. Τα µονο-
πάτια από την κατάσταση 1 στην κατάσταση 5 επίσης περικλείουν µονοπάτια µε ανακύκλωση από
την κατάσταση 1 πίσω στην 1 (µεγέθους 3) ή/και µονοπάτια µε ανακύκλωση από την κατάσταση 5
πίσω στην 5 µέσω της κατάστασης 7 (είτε µεγέθους 2 ή µεγέθους 3). Εποµένως, τα δυνατά µεγέθη
µονοπατιών είναι : 3 + 2m + 3n, για m,n ≥ 0. ΄Αρα, r15(n) > 0 για n = 3 ή n ≥ 5.

(γ) Από τις καταστάσεις 1, 2 και 3 µπορούµε να µεταβούµε σε όλες τις άλλες καταστάσεις διότι υ-
πάρχει ένα µονοπάτι µη µηδενικής πιθανότητας από αυτές τις καταστάσεις µέσω της κατάστασης 3
σε οποιαδήποτε άλλη κατάσταση. Από τις καταστάσεις 4, 5, 6 και 7 υπάρχουν µόνο µονοπάτια προς
τις καταστάσεις 5, 6 και 7.

(δ) Οι καταστάσεις 5 − 7 είναι έµµονες διότι λόγω της λογικής της απάντησης στο (γ) ερώτηµα,
µπορούµε να ϕθάσουµε σε αυτές από οποιαδήποτε άλλη κατάσταση. Οι καταστάσεις 1 − 4 είναι
µεταβατικές διότι µόλις το σύστηµα µεταβεί σε καταστάσεις µετά από την κατάσταση 4 δεν µπορεί
να επιστρέψει σε κάποια άλλη κατάσταση εκτός από τις καταστάσεις 5, 6 και 7. Οι καταστάσεις 5, 6
και 7 σχηµατίζουν µια κλάση επικοινωνίας. Επειδή µπορεί να διασχιστεί από την κατάσταση 5 πίσω
στην 5 σε 2 ή 3 ϐήµατα, το σύστηµα µπορεί να επιστρέψει στην κατάσταση 5 έπειτα από n ϐήµατα
για οποιοδήποτε n ≥ 2. Εποµένως, το σύστηµα είναι απεριοδικό.

(ε) Μια µετάβαση πρέπει να προστεθεί για την δηµιουργία µιας µοναδικής κλάσης επικοινωνίας :
για παράδειγµα, προσθέτοντας µια µετάβαση από την κατάσταση 5 στην κατάσταση 1 ϑα επιτρέπαµε
την µετάβαση σε κάθε κατάσταση από οποιαδήποτε άλλη κατάσταση. Οποιαδήποτε µετάβαση από
την κλάση επικοινωνίας των καταστάσεων 5, 6 και 7 σε οποιαδήποτε από τις καταστάσεις 1, 2 ή 3 ϑα
πετύχαινε τον ίδιο στόχο.
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΄Ασκηση 2.

΄Εστω i, i = 1, . . . , 7 να δηλώνει τις καταστάσεις της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Από την γραφική
αναπαράσταση του πίνακα µετάβασης µπορεί εύκολα να αντιληφθεί κανείς τα εξής :

Σχήµα 2: Το διάγραµµα καταστάσεων για την άσκηση 2.

(α) Οι {4, 7} είναι έµµονες και οι υπόλοιπες είναι µεταβατικές.

(ϐ) Υπάρχει µόνο µια κλάση επικοινωνίας που σχηµατίζεται από τις καταστάσεις {4, 7}.

(γ) Εφόσον δεν µπορούµε να µεταβούµε στην κατάσταση 1 από την 4, limn→∞ p41(n) = 0. Εφόσον
η 6 είναι µεταβατική κατάσταση, limn→∞ p66(n) = 0.

΄Ασκηση 3.

(α) Ορίζουµε m + 1 καταστάσεις {0, 1, 2, . . . , m− 1,m} ως εξής :
Κατάσταση i: ¨Η µπάρα ϐρίσκεται σε λειτουργία για i µέρες¨ i = 0, 1, . . . , m.

Το γράφηµα της αλυσίδας είναι :
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Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι :

P =




p 1− p 0 0 . . . 0
p 0 1− p 0 . . . 0
p 0 0 1− p . . . 0
...

...
...

... . . . ...
p 0 0 0 . . . 1− p
1 0 0 0 . . . 0




(ϐ) Εξισώσεις ισορροπίας : π = π ·P όπου π = [π0, π1, . . . , πm].

Εποµένως:

π0 = π0p + π1p + . . . + πm−1p + πm

π1 = π0(1− p)

π2 = π1(1− p) = π0(1− p)2

π3 = π2(1− p) = π0(1− p)3

...
πi = πi−1(1− p) = π0(1− p)i; i = 1, 2, . . . , m

Αλλά

1 = π0 + π1 + . . . + πm = π0 + π0(1− p) + . . . + π0(1− p)m

= π0

m∑

i=0

(1− p)i = π0
1− (1− p)m+1

1− (1− p)

άρα

π0 =
p

1− (1− p)m+1

πi =
p(1− p)i

1− (1− p)m+1
; i = 1, 2, . . . ,m.

(γ) Μακροπρόθεσµα, η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η µπάρα ισούται µε τη συχνότητα
επισκέψεων της κατάστασης 0 που είναι π0 = p

1−(1−p)m+1 . Καθώς m →∞, limm→∞ π0 = p.

Με άλλα λόγια, για πολύ µεγάλη διάρκεια ϕυσικής Ϲωής της µπάρας (m → ∞), (δηλαδή για καλή
ποιότητα του εξαρτήµατος), η συχνότητα αντικατάστασής της ισούται µε την πιθανότητα p µε την
οποία ο χρήστης της προκαλεί Ϲηµιά.
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΄Ασκηση 4.

(α) Παρατηρούµε το γράφηµα και ϐλέπουµε ότι η αλυσίδα έχει δύο µεταβατικές καταστάσεις, τις 1
και 2, και τρεις έµµονες, τις 3,4 και 5. Οι {3, 4} αποτελούν µια επαναληπτική κλάση ενώ η 5 από
µόνη της µια άλλη κλάση. ∆εν υπάρχουν περιοδικές καταστάσεις.

(ϐ) Πολύ απλά, P (X1 = 2, X2 = 5|X0 = 1) = p12 · p25 = 1
3 · 1

3 = 1
9 .

(γ) Λύνουµε τις εξισώσεις ισορροπίας για τη κλάση {3, 4}:
[
π3 π4

]
=

[
π3 π4

] [
1/3 2/3
1/2 1/2

]
⇒ π3 =

1
3
π3 +

1
2
π4.

Μαζί µε την π3 + π4 = 1, παίρνουµε ότι π3 = 3/7 και π4 = 4/7.

(δ) Αφού ϐρισκόµαστε µέσα στη κλάση {3, 4}, έχουµε αυτοµετάβαση όποτε συµβαίνει µετάβαση από
την 3 στη 3 ή από την 4 στη 4. Μακροπρόθεσµα, η πιθανότητα του πρώτου γεγονότος είναι 1

3π3 και
του δεύτερου είναι 1

2π4. Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

1
3
π3 +

1
2
π4 =

3
7
.

(ε) T είναι ο χρόνος εώς την απορρόφηση του συστήµατος (από τη κλάση {3, 4} ή τη κατάσταση 5).
Παρατηρώντας το γράφηµα, η T ακολουθεί γεωµετρικη κατανοµή µε παράµετρο 1/3:

pT (n) =
(1

3

)(2
3

)n−1
; n = 1, 2, 3, . . .

(στ) Η P (XT = 5|X0 = 1) είναι πολύ απλά η πιθανότητα απορρόφησης του συστήµατος από την
s = 5 ξεκινώντας από την i = 1. Οι πιθανότητες απορρόφησης ικανοποιούν το σύστηµα εξισώσεων:

a5 = 1
a3 = a4 = 0

a1 =
1
3
a1 +

1
3
a2 +

1
3
a3

a2 =
2
3
a1 +

1
3
a5

Λύνοντας παίρνουµε: a1 = 1
4 , a2 = 1

2 . Συνεπώς P (XT = 5|X0 = 1) = a1 = 1
4 .

(Ϲ) Προφανώς το αναµενόµενο κέρδος εξαρτάται από το µέσο χρόνο εώς την απορρόφηση του συ-
στήµατος (ξεκινώντας από τις 1 ή 2):

µ1 = 1 +
1
3
µ1 +

1
3
µ2 : µέσο # µεταβάσεων εώς την απορρόφηση ξεκινώντας από την 1.

µ2 = 1 +
2
3
µ1 : µέσο # µεταβάσεων εώς την απορρόφηση ξεκινώντας από την 2.

Αλλά κερδίζουµε 1€ για κάθε µετάβαση στην 1 και 2€ για κάθε µετάβαση στη 2. Συνεπώς

u1 = 1 +
1
3
u1 +

1
3
u2

u2 = 2 +
2
3
u1

άρα λύνοντας έχουµε u1 = 3.75 € και u2 = 4.5 €.


