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Θέµα 1.

(α) Η σ.δ. αφίξεων στο δέκτη είναι Poisson µε ένταση λ = λA + λB = 0.2 + 0.6 = 0.8 µηνύµατα/
δευτερόλεπτο. Συνεπώς, το χρονικό διάστηµα µεταξύ διαδοχικών αφίξεων (άρα και µεταξύ της τρίτης
και τέταρτης άφιξης) ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ = 0.8. Εποµένως έχει µέση
τιµή 1/λ = 1.25sec.

(ϐ) Το πλήθος των µηνυµάτων τύπου Α σε διάστηµα t ακολουθεί Poisson κατανοµή µε παράµετρο
λA · t = 0.2× 12 = 2.4. Συνεπώς η µέση τιµή του είναι 2.4 µηνύµατα.

(γ) Το πλήθος των µηνυµάτων, Μ, που ϕτάνουν στο δέκτη σε διάστηµα t ακολουθεί Poisson κατανοµη
µε παράµετρο (λA + λA) · t = (0.2 + 0.6)× 10 = 8. Συνεπώς,

P (M = 9) = e−8 89

9!
= 0.1241

(δ) ΄Εχουµε ότι

pW (w) =
{

1
2 , w = 1, 2
0, αλλού.

Το µέσο πλήθος bits σε ένα µήνυµα είναι : E[W ] = 1 × 1
2 + 2 × 1

2 = 1.5. Ισχύει ότι N =
W1 + W2 + . . . WM , όπου Wi είναι το πλήθος των bits στο i-στό µήνυµα και M είναι το πλήθος των
µηνυµάτων που ϕτάνουν στο δέκτη σε t sec. Από το (γ), M ∼ Poisson (0.8t).
Εφαρµόζουµε το ΘΟΜΤ:

E[N ] =
+∞∑

m=0

P (M = m) · E[N/M = m]

=
+∞∑

m=0

P (M = m) · E[W1 + . . . + Wm]

=
+∞∑

m=0

P (M = m) ·mE[W ]

= E[M ] · E[W ]
= 0.8t× 1.5 = 1.2t
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Θέµα 2.
Εφαρµόζουµε τη σχέση για τη δεσµευµένη πιθανότητα:

P
(
N(0, τ ] = k/N(0, t] = M

)
=

P
(
N(0, τ ] = k ∩N(0, t] = M

)

P
(
N(0, t] = M

) (1)

΄Εχουµε ότι :
{

N(0, τ ] = k
}
∩

{
N(0, t] = M)

}
=

{
N(0, τ ] = k

}
∩

{
N(τ, t] = M − k

}

όπου παρατηρούµε ότι τα διαστήµατα (0, τ ] και (τ, t] είναι ξένα µεταξύ τους. Συνεπώς, από τις
ιδιότητες της Poisson σ.δ., οι τ.µ. N(0, τ ] και N(τ, t] είναι ανεξάρτητες. Εποµένως,

P
(
N(0, τ ] = k ∩N(0, t] = M − k

)
= P

(
N(0, τ ] = k

)
· P

(
N(0, t] = M − k

)

Επίσης :

P
(
N(0, t] = M

)
=

e−λt(λt)M

M !
,

P
(
N(0, τ ] = k

)
=

e−λτ (λτ)k

k!
,

P
(
N(τ, t] = M − k

)
=

e−λ(t−τ)(λ(t− τ))M−k

(M − k)!
.

Αντικαθιστώντας στην (1), έχουµε ότι

P
(
N(0, τ ] = k/N(0, t] = M

)
=

(
M

k

)(τ

t

)k( t− τ

t

)M−k
, k = 0, 1, . . . ,M.

Εποµένως, η δεσµευµένη κατανοµή είναι ∆ιωνυµική µε παραµέτρους (M, τ/t).

Θέµα 3.
΄Εστω M (N) το πλήθος των αντρών (γυναικών) που ϑα ψηφίσουν. Από την εκφώνηση προκύπτει ότι
M ∼ ∆(n = 300, p = 0.4) και N ∼ ∆(n = 196, p = 0.5). Ζητούµε την πιθανότητα P (M > N) =
P (M −N > 0).
Το ΚΟΘ δε µπορεί να εφαρµοστεί άµεσα στη διαφορά M − N αλλά ξεχωριστά στη M και στη
N , καθώς αυτές είναι το άθροισµα n = 300 και n = 196 i.i.d. Bernoulli τυχαίων µεταβλητών,
αντίστοιχα.
΄Αρα, η M µπορεί να ϑεωρηθεί προσεγγιστικά Γκαουσιανή τ.µ. µε E[M ] = np = 300 × 0.4 = 120
και διασπορά var(M) = np(1− p) = 300× 0.4× 0.6 = 75 : M ∼ N(120, 72).
Οµοίως, η N µπορεί να ϑεωρηθεί Γκαουσιανή µε E[N ] = np = 196 × 0.5 = 98, var(M) =
np(1− p) = 196× (0.5)2 = 49 : N ∼ N(98, 49) .
Τώρα, η M −N είναι προσεγγιστικα Γκαουσιανή ως διαφορά δύο Γκαουσιανών τ.µ. κι έχει :

E[M −N ] = E[M ]−E[N ] = 120− 98 = 22
var(M −N) = var(M) + var(N) = 72 + 49 = 121.

Συνεπώς

P (M −N > 0) = P (
M −N − 22

11
>
−22
11

) = 1− Φ(−2) = Φ(2) = 0.974.


