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΄Ασκηση 1. Μας δίνεται η διακριτή τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X για την οποία ισχύει ότι :

MX(s) = a+ be2s + ce4s, E[X] = 3, var(X) = 2.

Υπολογίστε τις σταθερές a, b και c καθώς και τη συνάρτηση πιθανότητας της X.

΄Ασκηση 2. Η διακριτή τ.µ. X έχει µέση τιµή E[X] = 5 και ϱοπογεννήτρια συνάρτηση
MX(s) = aes + be13(e

s−1). Υπολογίστε τα εξής :

(α) Τις σταθερές a και b.
(ϐ) E[e5X ].
(γ) P (X = 1) αϕού δείξετε την ιδιότητα ότι για µία µη αρνητική διακριτή τ.µ. ισχύει ότι

dn

d(es)nMX(s) |es=0= n!pX(n).

(δ) E[X2].

΄Ασκηση 3. Η συνεχής τ.µ. X έχει ϱοπογεννήτρια συνάρτηση:

MX(s) =
8− 3s

s2 − 6s+ 8
.

(α) Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της X και την P (X ≥ 0.5).
(ϐ) Υπολογίστε τη µέση τιµή και τη διασπορά της X χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια της X.

΄Ασκηση 4 - Ανισότητες, Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα. ΄Ενα δίκαιο εξάεδρο Ϲάρι ϱίχνεται n φορές.
΄Εστω Xi το αποτέλεσµα της i-στής ϱίψης. Υποθέτουµε ότι οι τ.µ. Xi είναι ανεξάρτητες και ορίζουµε
το άθροισµα των ϱίψεων Sn = X1 +X2 + ... +Xn. Υπολογίστε (ένα άνω όριο για) την πιθανότητα
P (S100 ≥ 400).

(α) Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Markov.
(ϐ) Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Chebyshev.
(γ) Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση µε ϐάση το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα.

Τι παρατηρείτε ;
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΄Ασκηση 5 - Στοχαστικές ∆ιαδικασίες. ΄Εστω µια ακολουθία ανεξάρτητων και όµοια κατα-
νεµηµένων τ.µ. {Xn : n = ...,−2,−1, 0, 1, 2, ...}, οι οποίες ακολουθούν κανονική κατανοµή:
Xi ∼ N(0, σ2). Η στοχαστική διαδικασία δίνεται ως είσοδος σε ένα γραµµικο φίλτρο το οποίο
παράγει ως έξοδο την στοχαστική διαδικασία Yn ως εξής :

Yn =

∞∑
k=0

Xn−kr
k = Xn + rXn−1 + r2Xn−2 + r3Xn−3 + ...

όπου |r| < 1 η σταθερά του παραπάνω λεγόµενου ¨γεωµετρικού φίλτρου¨ ή ¨ολοκληρωτή¨.

(α) Υπολογίστε τη µέση τιµή και τη διασπορά της εξόδου Yn.

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια της εξόδου, MYn(s) = E[esYn ] και τη συνάρτηση πυκνότητας πι-
ϑανότητας fYn(y) της Yn.

(γ) ∆είξτε ότι
Yn = rYn−1 +Xn.

Αυτό είναι γνωστό ως το ¨ϕίλτρο αυτοπαλινδρόµησης¨ (autoregressive filter).

΄Ασκηση 6 - Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα. Ψηϕοϕόροι κάποιας περιϕέρειας ψήϕισαν για έναν από
τους υποψήϕιους Α και Β. Η αρχική επιβεβαιωµένη καταµέτρηση των ψήϕων έδειξε ότι ο υποψήϕιος
Β προηγείται του Α µε 537 ψήϕους. ΄Οµως υπάρχουν 25.600 ψηϕοδέλτια τα οποία εκκρεµούν στο
εκλογοδικείο και ως εκ τούτου δεν έχουν καταχωρηθεί ακόµα σε κανέναν από τους δύο υποψήϕιους.

Υποθέστε ότι τελικά και τα 25.600 ψηϕοδέλτια που εκκρεµούν ϑα ϐρεθούν έγκυρα και ϑα αποδο-
ϑούν ισοπίθανα στους δύο υποψηϕίους, κάθε ένα ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα. ΄Εστω X και Y το
πλήθος των ψηϕοδελτίων (από τα 25.600) που ϑα αποδοθούν στους Α και Β, αντίστοιχα.

(α) Τι είδους µεταβλητή ειναι η X;

(i) Bernoulli µε παράµετρο p =

(ii) Poisson µε παράµετρο λ=

(iii) Γεωµετρική µε παράµετρο p =

(iv) ∆ιωνυµική µε παραµέτρους (n, p) =

(v) Αρνητική ∆ιωνυµική µε παραµέτρους (r, p) =

(vi) Καµία από τις παραπάνω, αλλά δίνεται από τη σχέση pX(k) =

(ϐ) Ποια είναι η µέση τιµή και ποια η διασπορά της X;

(γ) Είναι οι X και Y ανεξάρτητες τ.µ; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας µε µία πρόταση.

(δ) Από τη στιγµή που και οι 25.600 ψηϕοι προσµετρούνται στο τελικό αποτέλεσµα, είναι δυνατόν οι
Α και Β να λάβουν τελικά τον ίδιο αριθµό ψήϕων; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας µε µία πρόταση.

(ε) Αϕού οι 25.600 ψήϕοι προσµετρηθούν στο τελικό αποτέλεσµα, ποια είναι η µέση τιµή και η
διασπορά της τ.µ Z = X − Y , του καθαρού κέρδους του υποψηϕίου Α στην ψηϕοϕορία;

(στ) Αϕού οι 25.600 ψήϕοι προσµετρηθούν στο τελικό αποτέλεσµα, χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα
Κεντρικού Ορίου (ΘΚΟ) για να εκτιµήσετε την πιθανότητα να κερδίσει ο Β την εκλογή.
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(Ϲ) Τώρα, υποθέστε ότι στη συγκεκριµένη εκλογική περιϕέρεια, ο Α είναι πιο δηµοϕιλής από τον
Β. ΄Ετσι, κάθε ένα από τα 26.500 ψηϕοδέλτια είναι υπέρ του Α µε πιθανότητα p > 0, 5. Π.χ.
αν p = 1, ο Α ϑα λάβει και τα 26.500 ψηϕοδέλτια και ϑα κερδίσει την εκλογή από τον Β όταν
αυτά προσµετρηθούν στο τελικό αποτέλεσµα. Για κάπως µικρότερες τιµές του p, υπάρχει ¨αρκετή¨
πιθανότητα ο Α να προσπεράσει τον Β στην τελική καταµέτρηση. Χρησιµοποιώντας και πάλι το
ΘΚΟ, υπολογίστε την ελάχιστη τιµή του p έτσι ώστε η πιθανότητα να κερδίσει ο Α την εκλογή να
είναι µεγαλύτερη από 0,5.


