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΄Ασκηση 1. ∆ύο ποµποί Α και Β στέλνουν µηνύµατα σε ένα δέκτη σύµϕωνα µε δύο ανεξάρτητες
µεταξύ τους στοχαστικές διαδικασίες Poisson µε ϱυθµούς λA και λB, αντίστοιχα. Τα µηνύµατα είναι
τόσο σύντοµα ώστε µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι καταλαµβάνουν σηµεία στον άξονα του χρόνου.
Το πλήθος των λέξεων σε κάθε µήνυµα, ανεξάρτητα από ποιον ποµπό προέρχεται, µοντελοποιείται
από την τυχαία µεταβλητή W µε συνάρτηση πιθανότητας
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(α) Ποια είναι η πιθανότητα ότι σε µία χρονική περίοδο t συνολικά 9 µηνύµατα ϑα φτάσουν στο
δέκτη ;

(ϐ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα ολικής µέσης τιµής, υπολογίστε το µέσο πλήθος των λέξεων, E[N ],
που φτάνουν στο δέκτη σε χρόνο t.

(γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου έως ότου ο δέκτης λάβει ακριβώς
8 µηνύµατα τριών λέξεων το καθένα από τον ποµπό Α.

(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι ακριβώς 8 από τα επόµενα 12 µηνύµατα να προέρχονται από τον
ποµπό Α.

΄Ασκηση 2. Κάνετε ένα ταξίδι σαϕάρι στην Αϕρική. ΄Ενα από τα αξιοθέατα του ταξιδιού είναι η
παρακολούθηση λιονταριών και ελεϕάντων που έρχονται να πιουν νερό από τον ποταµό Νίγηρα.
Τα λιοντάρια φτάνουν στο ποτάµι σύµϕωνα µε µία διαδικασία Ποισσον µε ϱυθµό αϕίξεων λl = 8
την ώρα, ενώ οι ελέϕαντες καταϕθάνουν σύµϕωνα µε µία ανεξάρτητη διαδικασία Ποισσον µε ϱυθµό
αϕίξεων λe = 2 την ώρα. Την πρώτη µέρα του ταξιδιού σας, φτάνετε στο ποτάµι ελπίζοντας να δείτε
πολλά Ϲώα. Υποθέστε ότι λιοντάρια και ελέϕαντες είναι τα µόνα διψασµένα Ϲώα που επισκέπτονται
το ποτάµι.

(α) ΄Εστω N ο αριθµός των Ϲώων που ϐλέπετε τις 3 πρώτες ώρες. Βρείτε τα µεγέθη E[N ] και var(N).

(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι ϑα δείτε τον 3ο ελέϕαντα πριν το 9ο λιοντάρι ;

(γ) Μετά από 3 ώρες έχετε δει 24 λιοντάρια αλλά κανένα ελέϕαντα. Ποια είναι η πιθανότητα ότι ϑα
δείτε ένα ελέϕαντα µέσα στην επόµενη ώρα ;

(δ) Ο φίλος σας έχει φτάσει στο ποτάµι µε την ψηϕιακή του κάµερα, γεµάτος χαρά ότι ϑα ϐγάλει
πολλές ωραίες φωτογραϕίες. ∆υστυχώς η κάµερα του έπεσε και δεν λειτουργεί σωστά: κάθε φορά
που πατάει το κουµπί, η κάµερα δεν λειτουργεί µε πιθανότητα 0.1, ανεξάρτητα από οτιδήποτε άλλο.
Ο φίλος σας επιχειρεί να φωτογραϕήσει κάθε φορά που ένα Ϲώο (λιοντάρι ή ελέϕαντας) φτάνει στο
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ποτάµι. ΄Εστω X ο χρόνος (σε ώρες) έως ότου πάρει την τρίτη επιτυχή φωτογραϕία ενός ελέϕαντα.
Ποια είναι η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής X;

΄Ασκηση 3. Τα χρονικά διαστήµατα (µετρηµένα σε λεπτά της ώρας) µεταξύ των αϕίξεων αυτοκινήτων
σε ένα σταθµό ελέγχου είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους εκθετικές τ.µ. µε παράµετρο λ = 2. Οι χρόνοι
των διαδοχικών αϕίξεων καταχωρούνται σε µικρές κάρτες, όπου κάθε κάρτα έχει χώρο για τρεις
καταχωρήσεις. ΄Οταν γεµίζει µία κάρτα, αντικαθίσταται από άλλη.

(α) Ποια είναι η µέση τιµή του χρονικού διαστήµατος µεταξύ διαδοχικών αϕίξεων ;

(ϐ) ∆εδοµένου ότι κανένα αυτοκίνητο δεν έϕτασε τα τελευταία 4 λεπτά, ποια είναι η συνάρτηση
πιθανότητας του αριθµού K των αυτοκινήτων που ϑα φτάσουν τα επόµενα 6 λεπτά ;

(γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, τη µέση τιµή, και τη ϱοπογεννήτρια συνάρ-
τηση του συνολικού χρόνου που απαιτείται για να γεµίσουν οι πρώτες 12 κάρτες καταχώρησης.

(δ) Θεωρείστε τα ακόλουθα δύο πειράµατα.

• ∆ιαλέγετε τυχαία µία κάρτα από µία στοίβα από συµπληρωµένες κάρτες και σηµειώνετε το
συνολικό χρόνο, Y , που η κάρτα ϐρισκόταν σε χρήση. Υπολογίστε τα E[Y ] και var(Y ).

• Φτάνετε στο σταθµό ελέγχου µία τυχαία χρονική στιγµή. ΄Οταν η κάρτα που χρησιµοποιείται
τη στιγµή της άϕιξής σας γεµίσει, σηµειώνετε το συνολικό χρόνο, W , που η κάρτα ϐρισκόταν
σε χρήση. Υπολογίστε τα E[W ] και var(W ).

Βοήθεια: Στο υποερώτηµα (δ), σκεϕτείτε το παράδοξο της τυχαίας εµϕάνισης.


