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΄Ασκηση 1.

(α) ΄Εστω R ο συνολικός αριθµός των µηνυµάτων που ϕτάνουν στο δέκτη και από τους δύο ποµ-
πούς. Προφανώς, η τ.µ. R ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο (λA + λB)t.

Εποµένως,

P (R = 9) = pR(9) =
[(λA + λB)t]

9

9!
e−(λA+λB)t

(ϐ) Η τ.µ. N µπορεί να υπολογιστεί ως εξής :

N =W1 + · · ·+WR

όπου Wi είναι το πλήθος των λέξεων στο i-οστό µήνυµα. ∆ηλαδή, το N εκφράζεται ως το
άθροισµα ενός τυχαίου αριθµού, R, τυχαίων µεταβλητών Wi.

΄Εστω ότι r µηνύµατα ϕτάνουν σε χρόνο t, δηλ. R = r. Τότε,

E[N |R = r] = E[W1 + · · ·+Wr] = rE[Wi]

Από το Θ.Ο.Μ.Τ., προκύπτει ότι :

E[N ] =
+∞∑
r=0

pR(r) E[N |R = r]

=
+∞∑
r=0

pR(r) rE[Wi]

= E[R] · E[Wi]

Αλλά,
E[Wi] = 1× 1

3
+ 2× 1

2
+ 3× 1

6
=

11

6

ενώ
E[R] = (λA + λB)t

Τελικά, E[N ] =
11

6
(λA + λB)t.

(γ) Μηνύµατα 3 λέξεων ϕτάνουν από τον ποµπό A σύµφωνα µε µία Poisson σ.δ., µε ϱυθµό

λA · P (W = 3) = λA · pW (3) =
λA
6

Συνεπώς, ο χρόνος, X, έως τη λήψη 8 µηνυµάτων τριών λέξεων ακολουθεί κατανοµή Erlang

τάξης 8, µε παράµετρο
λA
6

:
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fX(x) =
(λA/6)

8 x7

7!
e−

λA
6
x, x ≥ 0

(δ) Η πιθανότητα ένα µήνυµα που λαµβάνεται στο δέκτη να προέρχεται από τον ποµπό A είναι
λA/(λA + λB). Τα µηνύµατα που προέρχονται από τον A ορίζουν µια σ.δ. Bernoulli µε
παράµετρο λA/(λA + λB). Εποµένως, το πλήθος των µηνυµάτων που προέρχονται από τον
ποµπό A ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n = 12 και p = λA/(λA + λB).

Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

(
12

8

)(
λA

λA + λB

)8( λB
λA + λB

)4

΄Ασκηση 2.

(α) Εφόσον οι διαδικασίες µε τις οποίες καταφτάνουν τα λιοντάρια και οι ελέφαντες είναι ανεξάρτητες
στοχαστικες διαδικασιες Poisson µε παραµέτρους λl = 8 και λe = 2, τότε η συνολική διαδικασια
µε την οποία καταφτάνουν τα Ϲώα είναι Poisson µε παράµετρο λ = λl + λe = 8 + 2 = 10. Ο συνο-
λικος αριθµός των Ϲώων που ϕτάνουν σε τις 3 πρώτες ώρες στο ποτάµι, σύµφωνα µε την διαδικασια
Poisson ϑα έχει παράµετρο λ× 3 = 30.
Οπότε η µέση τιµή και η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής N που ορίζει τον αριθµό των Ϲώων για
τις 3 πρώτες ώρες ειναι :

E[N ] = λ× 3 = 30

var[N ] = λ× 3 = 30

(ϐ) Αρχικα, ϑα πρέπει να υπολογίσουµε την πιθανότητα του γεγονότος ότι το κ-στό Ϲώο που ϕτάνει
στο ποτάµι είναι ελέφαντας. ΄Εστω Ek το γεγονός αυτό. Οπότε έχουµε:

P (Ek) =
2

8 + 2
=

1

5

Θεωρώντας την άφιξη του ελέφαντα ως ¨επιτυχία¨ σχηµατίζεται µια διαδικασία Bernoulli µε
παράµετρο p = 1

5 . Το γεγονός να παρατηρήσουµε τον τρίτο ελέφαντα πριν το ένατο λιοντάρι ειναι
ισοδύναµο µε το γεγονός να παρατηρήσουµε τον τριτο ελέφαντα πριν από τις 12 η ώρα στην διαδι-
κασία Bernoulli που περιγράφουµε. ΄Εστω, T3 η χρονική στιγµή της άφιξης του τριτου ελέφαντα
στη διαδικασία Bernoulli, τότε η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P [T3 < 12] =

11∑
k=3

P [T3 = k] =

11∑
k=3

(
k − 1

2

)
p3(1− p)k−3 =

11∑
k=3

(
k − 1

2

)
(
1

5
)3(

4

5
)k−3

(γ) Επειδή η διαδικασία άφιξης ενός λιονταριού είναι ανεξάρτητη από την διαδικασία άφιξης ενός
ελέφαντα, τότε και τα γεγονότα ότι ¨24 λιοντάρια ϕτάνουν µέσα σε 3 ώρες¨ και ¨κανένας έλεφαντας
δεν έχει ϕτάσει¨, είναι επίσης ανεξάρτητα.΄Εστω λοιπόν T1 η χρονική στιγµή της πρώτης άφιξης ενός
ελέφαντα.



Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - 2013 3

΄Εστω το ενδεχόµενο Α : ’Ενας ελέφταντας ϕτάνει την 4η ώρα δεδοµένου ότι κανένας ελέφαντας
δεν εµφανίζεται µέσα σε 3 ώρες.΄ Τότε η επιθυµητή πιθανότητα ορίζεται ως :

P (A) = P [T1 ≤ 4|T1 > 3]

= 1− P [T1 > 4|T1 > 3]

= 1− P [T1 > 1](3)

= 1− e−2

Το ϐήµα (3) οφείλεται στην έλλειψη µνήµης της στοχαστικής διαδικασίας Poisson.

(δ) Η τυχαία µεταβλητή X δηλώνει το χρόνο έως ότου πάρει την τρίτη επιτυχή ϕωτογραφία ενός
ελέφαντα. Εφόσον η διαδικασία άφιξης των λιονταριών είναι ανεξάρτητη από την διαδικασία άφι-
ξης των ελεφάντων, µπορούµε να επικεντρωθούµε στην διαδικασία άφιξης των ελεφάντων. Οπότε
χωρίζουµε την διαδικασία άφιξης των ελεφάντων σε δύο διαδικασίες, η µία αποτελείται από τις επι-
τυχηµένες ϕωτογραφίες των ελεφάντων(την οποία ϑα αποκαλούµε διαδικασία άφιξης επιτυχηµένων
ϕωτογραφιών µε ελέφαντες) και την άλλη η οποία αποτελείται από τις µη επιτυχηµένες ϕωτογρα-
ϕίες ελεφάντων (την οποία ϑα αποκαλούµε διαδικασία άφιξης µη επιτυχηµένων ϕωτογραφιών µε
ελέφαντες). Εφόσον η ποιότητα κάθε ϕωτογραφίας είναι ανεξάρτητη από κάθε άλλη, η διαδικα-
σία άφιξης επιτυχηµένων ϕωτογραφιών µε ελέφαντες είναι µια διαδικασία Poisson µε παράµετρο
λse = 0.9λe = 0.9 × 2 = 1.8. Εποµένως, η X είναι η τρίτη χρονική άφιξη επιτυχηµένης ϕωτογρα-
ϕίας µε ελέφαντα. ΄Αρα η X είναι τυχαία µεταβλητή Erlang τρίτης τάξης µε συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας :

fX(x) =

{
1.83x2e−1.8x

2! , x > 0

0, αλλιώς

΄Ασκηση 3

(α) Το χρονικό διάστηµα T µεταξύ δυο διαδοχικών αφίξεων ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε
λ = 2. Συνεπώς :

E[T ] =
1

λ
=

1

2
= 0.5 λεπτά.

(ϐ) Προφανώς, πρόκειται για αφίξεις Poisson µε ϱυθµό λ. Λόγω της έλλειψης µνήµης της
στοχαστικης διαδικασίας Poisson,η κατανοµή ϑα έχει παράµετρο 2× 6 = 12:

PK(k) =
12ke−12

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

(γ) Οι πρώτες 12 κάρτες γεµίζουν µε την 12× 3 = 36η άφιξη αυτοκινήτου. ΄Εστω D ο συνολικός
χρόνος που απαιτείται. Τότε D = T1 = T2 + · · ·+ T36, όπου Ti ανεξάρτητες, εκθετικά
κατανεµηµένες τ.µ. µε λ = 2. Συνεπώς η D ακολουθεί κατανοµή Erlang τάξης 36:
΄Αρα,η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,η µέση τιµή και η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση του
χρόνου που απαιτείται για να γεµίσουν οι πρώτες 12 κάρτες ϑα είναι :

fD(t) =
236t35e−2t

35!
, t ≥ 0

E(D) = 36E[T ] = 18

MD(s) = MT1(s) · · ·MT36(s) =

(
2

2− s

)36
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(δ) (i) Στην πρώτη περίπτωση προφανώς Y = T1 + T2 + T3 και η Y είναι τ.µ. Erlang 3ης τάξης µε
λ = 2:

E[Y ] =
3

λ
= 1.5

var(Y ) =
3

λ2
=

3

4

(ii) Σε αυτήν την περίπτωση , W = T1 + T2 + L, όπου L είναι το χρονικό διάστηµα µεταξύ
αφίξεων που περιέχουν την χρονική στιγµή που ϕτάσαµε στο σταθµό ελέγχου.
Σύµφωνα µε όσα είπαµε όταν µελετούσαµε το παράδοξο της τυχαίας άφιξης, L : Erlang
2ης τάξης µε παράµετρο λ = 2. Συνεπώς η W είναι Erlang 4ης τάξης :

E[W ] =
4

λ
= 2

var(W ) =
4

λ2
= 1


