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΄Ασκηση 1. Μία Μαρκοβιανή αλυσίδα µε έξι καταστάσεις {S0, . . . , S5} περιγράϕεται από τον ακό-
λουθο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης :

P =



0 1/3 0 1/3 0 1/3
0 1 0 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 1/4 1/4 1/2 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 0 0 1

 .

∆ώστε το γράϕηµα της αλυσίδας. ∆εδοµένου ότι το σύστηµα ξεκινά από την κατάσταση S0, υπολο-
γίστε την πιθανότητα ότι :

(α) το σύστηµα επισκέπτεται την S2 για πρώτη φορά την χρονική στιγµή k.

(ϐ) το σύστηµα δεν επισκέπτεται ποτέ την S4.

(γ) το σύστηµα επισκέπτεται την S2 και κατόπιν την εγκαταλείπει αµέσως την επόµενη χρονική
στιγµή.

(δ) το σύστηµα επισκέπτεται την S1 για πρώτη φορά σε χρόνο n = 3.

(ε) το σύστηµα ϐρίσκεται στην S3 αµέσως µετά την n-στή χρονική στιγµή.

΄Ασκηση 2. Η απόδοση της οµάδας ποδοσϕαίρου του ΟΦΗ είναι άµεσα συνδεδεµένη µε το ηθικό
των παιχτών της : Το αποτέλεσµα ενός παιχνιδιού εξαρτάται από αυτό του προηγούµενου. Συγκεκρι-
µένα, όταν η οµάδα κερδίζει ένα παιχνίδι, τότε είτε κερδίζει και το επόµενο µε πιθανότητα 0.7, είτε
φέρνει ισοπαλία µε πιθανότητα 0.3. ΄Οταν φέρνει ισοπαλία, τότε είτε κερδίζει το επόµενο παιχνίδι
µε πιθανότητα 0.4, είτε φέρνει ισοπαλία µε πιθανότητα 0.3, είτε χάνει µε πιθανότητα 0.3. Τέλος,
όταν χάνει ένα παιχνίδι, τότε είτε χάνει και το επόµενο µε πιθανότητα 0.5, είτε φέρνει ισοπαλία µε
πιθανότητα 0.4, είτε απογοητεύεται τελείως και σταµατά να παίζει µε πιθανότητα 0.1.

(α) Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα µε τον µικρότερο αριθµό καταστάσεων που περιγράϕει πλήρως
την εξέλιξη των παιχνιδιών της οµάδας. Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, δώστε το γράϕηµα της
αλυσίδας µε τις πιθανότητες µετάβασης καθαρά γραµµένες στις ακµές, και γράψτε τον αντίστοιχο πί-
νακα πιθανοτήτων µετάβασης. Ποιες από τις καταστάσεις είναι έµµονες και ποιες είναι µεταβατικές ;

(ϐ) Αν το αποτέλεσµα του πρώτου παιχνιδιού είναι ισοπαλία, ποια είναι η δεσµευµένη πιθανότητα ότι
η οµάδα ϑα τα παρατήσει και ϑα σταµατήσει να παίζει αµέσως µετά το τρίτο παιχνίδι ; Υπολογίστε
την ίδια πιθανότητα δεδοµένου ότι η οµάδα νικάει στο πρώτο παιχνίδι. Τι παρατηρείτε ;
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Η οµάδα αποϕασίζει να προσλάβει ως προπονητή τον Μπάγιεβιτς, ο οποίος αρνείται να την αϕήσει
να τα παρατήσει. Τώρα, µετά από από µία ήττα, η οµάδα είτε χάνει το επόµενο παιχνίδι µε πιθανό-
τητα 0.6, είτε φέρνει ισοπαλία µε πιθανότητα 0.4. ΄Ολες οι άλλες πιθανότητες µένουν οι ίδιες.

(γ) Ορίστε τη νέα Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράϕει το σύστηµα και υπολογίστε τη στατική κα-
τανοµή της αλυσίδας.

(δ) Ποια είναι η συχνότητα µε την οποία µία ήττα ακολουθείται από µία ισοπαλία ; Ποια είναι η
συχνότητα µε την οποία µία νίκη ακολουθείται από µία ισοπαλία ;

΄Ασκηση 3. Στο γκαράζ του Πανεπιστηµίου έχει εγκατασταθεί µία µπάρα η οποία λειτουργεί µε
κάρτες και δυστυχώς κινδυνεύει από το προσωπικό και τους καθηγητές. Συγκεκριµένα κάθε µέρα
ένα αυτοκίνητο προσκρούει στην µπάρα µε πιθανότητα p και στην περίπτωση αυτή µία καινούρια
µπάρα πρέπει να εγκατασταθεί. Επίσης, µία µπάρα η οποία λειτουργεί για m µέρες αντικαθίσταται
από µία νέα για λόγους καλής λειτουργίας.

(α) Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράϕει πλήρως τη λειτουργία του συστήµατος της
µπάρας του γκαράζ. Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, δώστε το γράϕηµα της αλυσίδας µε τις πι-
ϑανότητες µετάβασης καθαρά γραµµένες στις ακµές, και γράψτε τον αντίστοιχο πίνακα πιθανοτήτων
µετάβασης.

(ϐ) Γράψτε τις εξισώσεις ισορροπίας και υπολογίστε τη στατική κατανοµή της αλυσίδας.

(γ) Σε ϐάθος χρόνου (µακροπρόθεσµα), ποια είναι η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η µπά-
ϱα ; Με τι ισούται αυτή η συχνότητα όταν η διάρκεια m της φυσικής Ϲωής της µπάρας είναι πολύ
µεγάλη ;


