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΄Ασκηση 1.

(α) ΄Εστω Ak το γεγονός ότι το σύστηµα επισκέπτεται την S2 για πρώτη ϕορά τη χρόνική στιγµή k.
Ο µόνος τρόπος να εµφανιστεί το Ak είναι να επισκεφτεί την S3 την χρονική στιγµή 0, να µείνει εκεί
τις επόµενες k − 2, και τελικά να επισκεφτεί την S2 την χρονική στιγµή k. Εποµένως,
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for k = 2, 3, ....

(ϐ) ΄Εστω A το γεγονός ότι το σύστηµα δεν επισκέπτεται την S4 ποτέ. Υπάρχουν τρείς τρόποι να
εµφανιστεί το A. Ο ένας τρόπος είναι εαν γίνει η µετάβαση από το S0 στο S1, ο άλλος τρόπος είναι
να γίνει η µετάβαση από το S0 στο S5. Οι µεταβάσεις αυτές πραγµατοποιούνται µε πιθανότητα 2

3 .
Τέλος, το A µπορεί να εµφανιστεί εαν η πρώτη µετάβαση είναι από το S0 στο S3 και µετά στο S2.
Η πιθανότητα να µεταβεί από το S0 στο S3 είναι 1

3 . ∆εδοµένου ότι πραγµατοποιήθηκε η µετάβαση

αυτή, η πιθανότητα µετά να επισκεφτεί την S2 είναι
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3 . Συνολικά η µετάβαση από το S0 στο

S3 και µετά στο S2 γίνεται µε πιθανότητα 1
9 . Εποµένως, η πιθανότητα να µην επισκεφτεί ποτέ το S4

είναι 2
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(γ) P ({επίσκεψη στο S0 και έξοδος από το S0 την επόµενη χρονική στιγµή })

P (B) = P ({επίσκεψη στο S0})P ({εγκαταλείπει το S0}|{ϐρίσκεται στο S0})
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(δ) Το γεγονός αυτό µπορεί να πραγµατοποιηθεί εαν γίνουν διαδιχικά οι µεταβάσεις,

S0 → S3 → S2 → S1.

Εποµένως, P ({επισκέπτεται το S1 για πρώτη ϕορά την χρονική στιγµή 3 }) = p03 ·p32 ·p21 = 1
3 ·

1
4 ·

1
2 = 1

24 .

(ε) P ({επίσκεψη στο S3 µέσως µετά τη χρονική στιγµή Ν)

= P ({επισκέπτεται το S3 για πρώτη ϕορά την χρονική στιγµή
1 και µένει εκεί για τις επόµενες Ν-1 χρονικές στιγµές })

=
1

3
·
(1
4

)n−1
για n=1,2,3,....

Σχήµα 1: Μαρκοβιανή αλυσίδα ϑέµατος 1, ερώτηµα (α).

΄Ασκηση 2.

(α)

Ορίζουµε τις εξής 4 καταστάσεις : {V : νίκη, D : ισοπαλία, L : ήττα, Q : παραίτηση}. Το γράφηµα
της αλυσίδας ϕαίνεται στο σχήµα 2. Παρατηρώντας το γράφηµα ϐλέπουµε ότι οι καταστάσεις
V,D και L είναι όλες µεταβατικές, καθώς από όλες επιτρέπεται η µετάβαση στην Q, αλλά καµία
δεν είναι προσιτή από την Q, η οποία είναι και έµµονη. Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι ο
παρακάτω:

P =


0.7 0.3 0 0
0.4 0.3 0.3 0
0 0.4 0.5 0.1
0 0 0 1


(ϐ)

΄Εστω Xn η κατάσταση της µαρκοβιανής αλυσίδας στο τέλος του n−οστού παιχνιδιού. Με χρήση
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Σχήµα 2: Μαρκοβιανή αλυσίδα ϑέµατος 2, ερώτηµα (α).

του διαγράµµατος Markov και των δεσµευµένων πιθανοτήτων έχουµε ότι :

P (‘Η οµάδα τα παρατάει µετά το 3ο παιχνίδι’/‘1ο παιχνίδι είναι ισοπαλία’)
= P (‘3ο παιχνίδι είναι ήττα και η οµάδα τα παρατάει’/X1 = D)

= P (‘3ο παιχνίδι είναι ήττα’/X1 = D) · P (‘’/X3 = L)

= P (X3 = L/X1 = D) · PLQ

= (P (X3 = L,X2 = L/X1 = D) + P (X3 = L,X2 = D/X1 = D) +

P (X3 = L,X2 = V/X1 = D)) · PLQ

= (P (X3 = L/X2 = L) · P (X2 = L/X1 = D) +

P (X3 = L/X2 = D) · P (X2 = D/X1 = D) +

P (X3 = L/X2 = V ) · P (X2 = V/X1 = D)) · PLQ

= (PLL · PDL + PDL · PDD + PV L · PDV ) · PLQ

= (0.5 · 0.3 + 0.3 · 0.3 + 0 · 0.4) · 1 = 0.024

Οµοίως, εάν το πρώτο παιχνίδι είναι νικηφόρο:

P (‘Η οµάδα τα παρατάει µετά το 3ο παιχνίδι’/‘1ο παιχνίδι είναι νικηφόρο’)
= P (X3 = L/X1 = V ) · PLQ

= (P (X3 = L,X2 = L/X1 = V ) + P (X3 = L,X2 = D/X1 = V ) +

P (X3 = L,X2 = V/X1 = V )) · PLQ

= (P (X3 = L/X2 = L) · P (X2 = L/X1 = V ) +

P (X3 = L/X2 = D) · P (X2 = D/X1 = V ) +

P (X3 = L/X2 = V ) · P (X2 = V/X1 = V )) · PLQ

= (PLL · PV L + PDL · PV D + PV L · PV V ) · PLQ

= (0.5 · 0 + 0.3 · 0.3 + 0 · 0.7) · 1 = 0.009

δηλαδή σε αυτήν την περίπτωση η οµάδα τα παρατάει µε πιθανότητα µικρότερη κάτα 2/3 περίπου.

(γ) Η νέα αλυσίδα ϕαίνεται στο σχήµα 3 και ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι ο παρακάτω:

Σχήµα 3: Μαρκοβιανή αλυσίδα ϑέµατος 1, ερώτηµα (γ).

P =

 0.7 0.3 0
0.4 0.3 0.3
0 0.4 0.6


Για αυτήν την Μαρκοβιανή αλυσίδα γεννήσεων–ϑανάτου, οι τοπικές εξισώσεις ισορροπίας δίνουν :
Μαζί µε την πV + πD + πL = 1 , έχουµε ότι :
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πL · PLD = πD · PDL

πV · PV D = πD · PDV
=⇒ 0.4πL = 0.3πD

0.3πV = 0.3πD

πL =
9

37
, πD =

12

37
, πV =

16

37

(δ)

Σύµφωνα µε την ερµηνεία που δώσαµε στην τάξη:

lim
n→∞

E[πλήθος των ηττών που ακολουθούνται από ισοπαλία σε n παιχνίδια]
n

= πL · PLD

=
9

37
· 0.4

=
18

185
= 0.0973

Οµοίως

lim
n→∞

E[πλήθος των νικών που ακολουθούνται από ισοπαλία σε n παιχνίδια]
n

= πV · PV D

=
16

37
· 0.3

=
24

185
= 0.1297

΄Ασκηση 3.

(α) Ορίζουµε m+ 1 καταστάσεις {0, 1, 2, . . . ,m− 1,m} ως εξής :
Κατάσταση i: ¨Η µπάρα ϐρίσκεται σε λειτουργία για i µέρες¨ i = 0, 1, . . . ,m.

Το γράφηµα της αλυσίδας είναι :

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι :

P =



p 1− p 0 0 . . . 0
p 0 1− p 0 . . . 0
p 0 0 1− p . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
p 0 0 0 . . . 1− p
1 0 0 0 . . . 0


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(ϐ) Εξισώσεις ισορροπίας : π = π ·P όπου π = [π0, π1, . . . , πm].
Εποµένως :

π0 = π0p+ π1p+ . . .+ πm−1p+ πm

π1 = π0(1− p)
π2 = π1(1− p) = π0(1− p)2

π3 = π2(1− p) = π0(1− p)3

...

πi = πi−1(1− p) = π0(1− p)i; i = 1, 2, . . . ,m

Αλλά

1 = π0 + π1 + . . .+ πm = π0 + π0(1− p) + . . .+ π0(1− p)m

= π0

m∑
i=0

(1− p)i = π0
1− (1− p)m+1

1− (1− p)

άρα

π0 =
p

1− (1− p)m+1

πi =
p(1− p)i

1− (1− p)m+1
; i = 1, 2, . . . ,m.

(γ) Μακροπρόθεσµα, η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η µπάρα ισούται µε τη συχνότητα

επισκέψεων της κατάστασης 0 που είναι π0 = p
1−(1−p)m+1 . Καθώς m→∞, limm→∞ π0 = p.

Με άλλα λόγια, για πολύ µεγάλη διάρκεια ϕυσικής Ϲωής της µπάρας (m → ∞), (δηλαδή για καλή
ποιότητα του εξαρτήµατος), η συχνότητα αντικατάστασής της ισούται µε την πιθανότητα p µε την
οποία ο χρήστης της προκαλεί Ϲηµιά.


