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΄Ασκηση 1.

(α) ΄Εχουµε ότι

var(X + 2Y ) = var(X) + var(2Y ) + 2cov(X, 2Y ) = var(X) + 4var(Y ) + 4cov(X,Y ) = 40 (1)

var(X − 2Y ) = var(X) + var(2Y )− 2cov(X, 2Y ) = var(X) + 4var(Y )− 4cov(X,Y ) = 20 (2)

Παίρνοντας τη διαϕορά µεταξύ των (1) και (2), έχουµε ότι

8cov(X,Y ) = 40− 20 → cov(X,Y ) = 2.5

(ϐ) Προσθέτοντας τις (1) και (2), έχουµε ότι

2var(X) + 8var(Y ) = 40 + 20 → var(X) + 4var(Y ) = 30.

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση µε τη σχέση που µας δίνει η εκϕώνηση, var(X) = 2var(Y ),
έχουµε ότι

var(X) = 10, var(Y ) = 5.

Συνεπώς,

ρX,Y =
cov(X,Y )√

var(X)var(Y )
=

2.5√
10 · 5

= 0.3536.

΄Ασκηση 2.
(α) ΄Εχουµε ότι

var(X + 2Y ) = var(X) + var(2Y ) + 2cov(X, 2Y ) = var(X) + 4var(Y ) + 4cov(X,Y ) (3)

var(X − 2Y ) = var(X) + var(2Y )− 2cov(X, 2Y ) = var(X) + 4var(Y )− 4cov(X,Y ) (4)

Καθώς var(X + 2Y ) = var(X − 2Y ), έχουµε ότι cov(X,Y ) = 0 και εποµένως οι X και Y είναι
ασυσχέτιστες.

(ϐ) ΄Οχι. Το ότι δύο τ.µ. µπορεί να έχουν την ίδια διασπορά δεν συνεπάγεται ότι είναι πάντα ασυ-
σχέτιστες !

΄Ασκηση 3.
(α-i) P (Z = α) = 0, ∀α.

(α-ii)

P (|Z − 3| ≥ 1.5) = P (Z ≥ 4.5 ∪ Z ≤ 1.5)

= P (Z ≥ 4.5) + P (Z ≤ 1.5)

= 1− P

(
Z − (−4)

3
≤

4.5− (−4)

3

)
+ P

(
Z − (−4)

3
≤

1.5− (−4)

3

)

= 1− Φ

(
8.5

3

)
+Φ

(
5.5

3

)
.
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(α-iii)

P (Z2 ≤ 16) = P (−4 ≤ Z ≤ 4)

= P

(
− 4− (−4)

3
≤

Z − (−4)

3
≤

4− (−4)

3

)

= Φ

(
8

3

)
− Φ(0)

= Φ

(
8

3

)
−

1

2
.

(ϐ-i) E[W ] = E[X + 2Y + 3] = E[X] + 2E[Y ] + 3 = 2 + 2 · 4 + 3 = 13.

var(W ) = var(X + 2Y + 3) = var(X + 2Y ) = var(X) + var(2Y ) + 2cov(X, 2Y )

= var(X) + 4var(Y ) + 2 · 2cov(X,Y )

= var(X) + 4var(Y ) + 4ρX,Y · σx · σy
= 9 + 4 · 25 + 4 · 0.2 · 3 · 5 = 121.

(ϐ-ii) Συσχέτιση:

E[XW ] = E[X(X + 2Y + 3)]

= E[X2] + 2E[XY ] + 3E[X]

= var(X) + (E[X])2 + 2(cov(X,Y ) + E[X]E[Y ]) + 3E[X]

= 9 + 22 + 2(0.2 · 3 · 5 + 2 · 4) + 3 · 2 = 41.

(γ-i) µS = E[S] =
1

2
E[X1] +

1

2
E[X2] = µ

σ2
S = var(S) = var

(
X1

2
+

X2

2

)
= var

(
X1

2

)
+ var

(
X2

2

)
+ 2cov

(
X1

2
,
X2

2

)

=
1

4
var(X1) +

1

4
var(X2) + 2 ·

1

2
·
1

2
ρX1,X2 · σX1 · σX2

=
1

4
σ2 +

1

4
σ2 +

1

2
ρX1,X2 · σ2

=
1

2
(1 + ρX1,X2) · σ2

Συνεπώς,

SNRS =
µ2
S

σ2
S

=
2

1 + ρX1,X2

·
µ2

σ2
=

2

1 + ρX1,X2

· SNRX

΄Οταν οι X1 και X2 είναι ασυσχέτιστες, ρX1,X2 = 0 και συνεπώς SNRS = 2SNRX .
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(γ-ii) ΄Εχουµε ότι
2

1 + ρX1,X2

= 1.5 ⇒ ρX1,X2 =
1

3
.

(γ-iii) Παρατηρούµε ότι καθώς ρX1,X2 → −1 τότε SNRS → +∞. ∆ηλαδή, αν οι δύο µετρήσεις είναι
ισχυρά αρνητικά συσχετισµένες, ο µέσος όρος τους έχει άπειρο SNR.

΄Ασκηση 4.

Σχήµα 1: Μαρκοβιανή αλυσίδα ΄Ασκησης 4

(α) Ως κατάσταση του συστήµατος ορίζουµε τον αριθµό των δολλαρίων που ο Κώστας έχει στην
τσέπη του {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Το γράϕηµα της αλυσίδας φαίνεται στο σχήµα 1 και ο πίνακας
πιθανοτήτων µετάβασης είναι ο ακόλουθος :

P =



1 0 0 0 0 0
20/38 0 18/38 0 0 0

0 20/38 0 18/38 0 0
0 0 20/38 0 18/38 0
0 0 0 20/38 0 18/38
0 0 0 0 0 1


Οι καταστάσεις 0 και 5 είναι έµµονες, ενώ οι 1, 2, 3, 4 είναι µεταβατικές.

(ϐ) Ζητούµε ουσιαστικά τις πιθανότητες απορροϕήσεως του συστήµατος από τις καταστάσεις s = 0
και s = 5, όταν αυτό ξεκινά από τις καταστάσεις i = 3 ή i = 2 ai = P (Xn = s/X0 = i).
΄Εστω ότι s = 0 (ο Κώστας φεύγει χαµένος). Οι πιθανότητες απορροϕήσεως ai ικανοποιούν το
γραµµικό σύστηµα (σελίδα 75 των σηµειώσεων).

a0 = 1, a5 = 0, ai =
5∑

j=0

Pijaj για i = 1, 2, 3, 4

΄Εχουµε λοιπόν :

a1 = P10 · a0 + P12 · a2
a2 = P21 · a1 + P23 · a3
a3 = P32 · a2 + P34 · a4
a4 = P43 · a3 + P45 · a5

⇒

a1 =
20
38 · 1 + 18

38 · a2
a2 =

20
38 · a1 + 18

38 · a3
a3 =

20
38 · a2 + 18

38 · a4
a4 =

20
38 · a3 + 18

38 · 0
Λύνοντας το σύστηµα έχουµε ότι :

a =



a0
a1
a2
a3
a4
a5

 =



1
0.8398
0.6618
0.4640
0.2442

0


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΄Αρα η πιθανότητα να φύγει χαµένος από το καζίνο, ενώ έχει µπει µέσα µε 3$ είναι
a3 = 0.6618. Αν ξεκινούσε µε 2$ ϑα έϕυγε χαµένος από το καζίνο µε πιθανότητα
a2 = 0.8389. Καθώς υπάρχουν µόνο δύο έµµονες καταστάσεις, η πιθανότητα το σύστηµα να
απορροϕηθεί από της s = 5 (ο Κώστας να φύγει χαρούµενος) είναι :

1− a =



0
0.1602
0.3382
0.5360
0.7558

1


΄Αρα η πιθανότητα να φύγει χαρούµενος από το καζίνο, ενώ έχει µπει µέσα µε 3$ είναι
0.5360, ενώ αν έχει µπει µε 2$ είναι 0.3382.

(γ) Ζητούµε το µέσο χρόνο απορροϕήσεως του συστήµατος ξεκινώντας από την κατάσταση
i = 3, µ3 (σελίδα 81 των σηµειώσεων):

µ0 = µ5 = 0

µi = 1 +
5∑

j=0

Pijµj για i = 1, 2, 3, 4

Υπολογίζουµε λύνοντας το παρακάτω σύστηµα ϐρίσκουµε το µ3:

µ1 = 1 +
20

38
µ0 +

18

38
µ2

µ2 = 1 +
20

38
µ1 +

18

38
µ3

µ3 = 1 +
20

38
µ2 +

18

38
µ4

µ4 = 1 +
20

38
µ3 +

18

38
µ5


