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Θέµα 1.

(α) Μεταφορικά µέσα ϕτάνουν στην πλατεία σύµφωνα µε µία σ.δ. Poisson µε ένταση λ1 +λ2 . Χρη-

σιµοποιώντας την ιδιότητα νέας αρχής της σ.δ. Poisson, συµπεραίνουµε ότι ο χρόνος που περνά

από τις 7:00 το πρωί έως την πρώτη άφιξη µεταφορικού µέσου ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε

παράµετρο λ1 + λ2 .

Συνεπώς το µέσο χρονικό διάστηµα που Ϲητά το ερώτηµα είναι :

1

(λ1 + λ2)
.

(ϐ) Το πλήθος των ταξί που ϕτάνουν στην πλατεία µεταξύ 7:10 και 7:35 ακολουθεί κατανοµή

Poisson µε παράµετρο 25λ1 . Συνεπώς, το µέσο πλήθος είναι 25λ1 ταξί.

(γ) ΄Εστω N10 το πλήθος των λεωφορείων που ϕτάνουν στην πλατεία σε διάρκεια 10 λεπτών. Τότε

N10 ∼ Poisson (10λ2) . Συνεπώς,

P (N10 = 3) =
(10λ2)

3

3!
e−10λ2

(δ) P (πρώτο όχηµα είναι ταξί) =
λ1

λ1 + λ2

P (πρώτο όχηµα είναι λεωφορείο) =
λ2

λ1 + λ2

(ε) X = W +D, όπου W είναι το χρονικό διάστηµα ως την άφιξη του πρώτου µεταφορικού µέσου

και D είναι ο χρόνος της διαδροµής. Προφανώς,

W ∼ exp(λ1 + λ2)
D/ταξί ∼ exp(µ1)
D/λεωφ. ∼ exp(µ2)

΄Εχουµε ότι :

E[X] = E[W ] + E[D]
= E[W ] + P (ταξί) × E[D/ταξί] + P (λεωφ.) × E[D/λεωφ.]

=
1

λ1 + λ2
+

λ1

λ1 + λ2
× 1

µ1
+

λ2

λ1 + λ2
× 1

µ2

=
1

λ1 + λ2
× ( 1 +

λ1

µ1
+
λ2

µ2
) .

Επίσης :

MX(s) = MW [s] × MD(s)
= MW (s) × [MDT

(s) × P (ταξί) + MDΛ
(s) × P (λεωφορείο) ]

=
λ1 + λ2

λ1 + λ2 − s
× [

µ1

µ1 − s
× λ1

λ1 + λ2
+

µ2

µ2 − s
× λ2

λ1 + λ2

=
1

λ1 + λ2 − s
× (

µ1λ1

µ1 − s
+

µ2λ2

µ2 − s
)
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(στ) Y = Y1 + Y2, όπου Y1 = min(DT , DΛ) είναι ο χρόνος της διαδροµής του οχήµατος που

ϕτάνει πρώτο στις Βούτες και Y2 είναι ο επιπλέον χρόνος από την άφιξη του πρώτου οχήµατος έως

την άφιξη του δεύτερου οχήµατος.

Προφανώς,

Y1 ∼ exp(µ1 + µ2)
Y2/DT < DΛ ∼ exp(µ2)
Y2/DT > DΛ ∼ exp(µ1)

Συνεπώς,

E[Y ] = E[Y1] + E[Y2]

E[Y ] = E[Y1] + E[Y2/DT < DΛ] × P (DT < DΛ) + E[Y2/DT > DΛ] × P (DT > DΛ)

=
1

µ1 + µ2
+

1

µ2
× µ1

µ1 + µ2
+

1

µ1
× µ2

µ1 + µ2

=
1

µ1 + µ2
× [ 1 +

µ1

µ2
+
µ2

µ1
]

(Ϲ) Τα εξπρές λεωφορεία περνούν σύµφωνα µε µία Poisson σ.δ. µε ένταση pλ2 . Συνεπώς, το πλήθος

που περνά σε 20min ακολουθεί Poisson τ.µ. µε παράµετρο 20pλ2 και µέση τιµή 20pλ2 .

(η) Η πιθανότητα ότι ακριβώς i αργά λεωφορεία περνούν πριν ϕτάσει το K-οστό εξπρές λεωφορείο

ισούται µε την πιθανότητα ότι το k-οστό εξπρές λεωφορείο είναι το (k + i)-στό λεωφορείο που περνά.

Χρησιµοποιώντας την κατανοµή Pascal τάξης k, η πιθανότητα αυτή είναι :(
k + i − 1

k − 1

)
pk (1 − p)i

Η πιθανότητα να περάσουν k εξπρές πριν περάσουν k κανονικά λεωφορεία ισούται µε την πιθα-

νότητα ότι το πολύ k − 1 κανονικά περνούν πριν περάσει το k-οστό εξπρές λεωφορείο. Συνεπώς,

k− 1∑
i=0

(
k + i − 1

k − 1

)
pk (1 − p)i

Εναλλακτικά, η πιθανότητα που Ϲητάµε ισούται µε την πιθανότητα να περάσουν k ή περισσότε-

ϱα εξπρές λεωφορεία στα πρώτα 2k − 1 λεωφορεία :

2k− 1∑
i= k

(
2k − 1

i

)
pi (1 − p)2k− 1−i
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Θέµα 2.

(α) Το µέσο ¨κέρδος¨ του παίχτη µετά από 1000 παρτίδες είναι 1000× 100× (−0.0029) € = −290 €

(ϐ) Το κέρδος του παίκτη µετά από 1000 παρτίδες µπορεί να εκφραστεί ως το άθροισµα

S = X1 + X2 + ... + X1000 ,

όπου Xi είναι το κέρδος στην i-οστή παρτίδα. Από την εκφώνηση έχουµε ότι :

E[Xi] = 100 × (−0.0029) = −0.29
var(Xi) = 1002 × 1.14182

Συνεπώς,

E[S] = 1000 × E[Xi] = −290
σs

2 = var(S) = 1000 × var(Xi) = 1000 × 1002 × 1.14182

⇒ σs =
√

1000 × 114.18 = 3610

P (S > 0) = 1 − P (S ≤ 0) = 1 − P (
S + 290

3610
≤ 290

3610
)

1 − Φ(0.0803) = 1 − 0.5321 = 0.4679

(γ) P (S > 1000) = 1 − P (S ≤ 1000) = 1 − P (
S + 290

3610
≤ 1000 + 290

3610
)

1 − Φ(0.3573) = 1 − 0.6398 =0.3602

(δ) Τώρα, Sn = X1 + X2 + ... + Xn και Ϲητάµε να ισχύει P (Sn > 0) = 0.4 .

E[Sn] = −0.29 × n, var(Sn) ,= n × 1002 × 1.14182

P (Sn > 0) = 1 − P (Sn ≤ 0) = 1 − P (
Sn + 0.29n

114.18
√
n
≤ 0.29n

114.18
√
n

) = 0.4

⇒ Φ(
0.29n

114.18
√
n

) = 0.6 = Φ(0.253)

⇒ 0.29n

114.18
√
n

= 0.253

⇒ n = 9923


