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΄Ασκηση 1. (Συνδιασπορά τυχαίων µεταβλητών)

Θεωρούµε τις τυχαίες µεταβλητές X και Y για τις οποίες ισχύουν τα παρακάτω:

• E[X] = 5

• E[X2] = 27.4

• E[Y ] = 7

• E[Y 2] = 51.4

• var(X + Y ) = 8

Να υπολογισθεί η συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών W = X + Y και Z = X + 1.2Y

΄Ασκηση 2. (Συνδιασπορά τυχαίων µεταβλητών)

΄Εστω X1, X2, · · · αριθµήσιµα άπειρη ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, όµοια κατανε-
µηµένων, µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2. Ορίζουµε τις τυχαίες µεταβλητές :
Yn = Xn + Xn+1 + Xn+2, n = 1, 2, · · · . Για κάθε k ≥ 0, να υπολογισθούν οι συνδιασπορές
cov(Yn, Yn+k).

΄Ασκηση 3. (Ροπογεννήτριες συναρτήσεις)

Η συνεχής τυχαία µεταβλητή X έχει ϱοπογεννήτρια συνάρτηση:

MX(s) =
8− 3s

s2 − 6s+ 8

(α) Να υπολογισθεί η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.µ X καθώς και η πιθανότητα:
P (X ≥ 0.5)
(ϐ) Να ϐρεθεί η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µX, χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση
της X

΄Ασκηση 4. (Ροπογεννήτριες συναρτήσεις)

Η συνεχης τυχαία µεταβλητή X έχει ϱοπογεννήτρια συνάρτηση:

MX(s) = e3s+8s2

Θεωρούµε την τυχαία µεταβλήτη Z, η οποία ορίζεται ως : Z = 1
4(X − 3)

(α) Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια της τ.µ Z
(ϐ) Να ϐρεθεί η µέση τιµή της τ.µ Z
(γ) Να ϐρεθεί η διασπορά της τ.µ Z



ΗΥ-317- Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - Εαρινό Εξάµηνο 2016 2

΄Ασκηση 5. (Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα)

Το µήκος σε µέτρα ενός τµήµατος µια σωλήνας είναι εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο
λ = 2.

(α) ΄Εστω ότι λαµβάνουµε 400 τέτοια τµήµατα σωλήνων. Υπολογίστε ένα όριο w, τέτοιο ώστε το
συνολικό µήκος 400 τµηµάτων να είναι µεγαλύτερο από το w, µε πιθανότητα 0.841
(ϐ) Υπολογίστε το πλήθος n των τµηµάτων που απαιτούνται ώστε η πιθανότητα να κατασκευάσουµε
µια σωλήνα συνολικού µήκους τουλάχιστον 200, να είναι 0.841.

΄Ασκηση 6. (Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα)

΄Ενας µεγάλος ανελκυστήρας εµπορευµάτων µπορεί να µεταφέρει αντικείµενα, µέγιστου ϐάρους
9800 κιλών. Υποθέστε ότι ϑέλετε να µεταφέρετε ένα ϕορτίο που αποτελείται από 49 κουτιά. Το
ϐάρος των κουτιών ακολουθεί µια κατανοµή µε µέση τιµή µ = 205 κιλά και τυπική απόκλιση
σ = 15 κιλά. Βασιζόµενοι σε αυτή την πληροφορία, ποια είναι η πιθανότητα να µεταφερθούν µε
ασφάλεια και τα 49 κιλά µέσω του ανελκυστήρα;

΄Ασκηση 7. (Ανισότητες - Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα)

΄Ενα δίκαιο εξάεδρο Ϲάρι ϱίχνεται n ϕορές. ΄Εστω Xi, το αποτέλεσµα της i-οστής ϱίψης. Υποθέτουµε
ότι οι τ.µ Xi είναι ανεξάρτητες και ορίζουµε το άθροισµα των ϱίψεων: Sn = X1 +X2 + · · · +Xn.
Υπολογίστε ένα άνω όριο για την πιθανότητα P (S100 ≥ 400).
(α) Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Markov.
(ϐ) Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Chebyshev.
(γ) Χρησιµοποιώντας προσέγγιση µε ϐάση το κεντρικό οριακό ϑέωρηµα.
Τι παρατηρείτε;

΄Ασκηση 8. (Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα)

Σε αυτή την άσκηση σας Ϲητείται να προσοµοιώσετε µια εφαρµογή του Κεντρικού Οριακού Θεωρή-
µατος, χρησιµοποιώντας το Matlab. Ακολουθήστε τα παρακάτω ϐήµατα:

1. ∆ηµιουργείστε N = 1000 ψευδοτυχαία δείγµατα µιας οµοιόµορφης τ.µ. X1 στο διάστηµα
[0, 1].

2. Απεικονίστε το ιστόγραµµα της τ.µ. X1 χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση hist για n_bins = 20.

3. ∆ηµιουργείστεN = 1000ψευδοτυχαία δείγµατα από n = 20 οµοιόµορφες τ.µ. X1, X2, . . . , Xn

στο διάστηµα [0, 1].

4. Θεωρείστε το δειγµατικό µέσο όρο τους Mn = X1+X2+···+Xn
n = Sn

n και απεικονίστε το ιστό-
γραµµά του για 20 bins. Τι παρατηρείτε ;

5. Ορίστε την τ.µ. Zn = X1+X2+···+Xn−nµ
σ
√
n

= Sn−nµ
σ
√
n

και δώστε το ιστόγραµµά της για 20 bins.
΄Αλλαξε κάτι στην κατανοµή ;
(Υπενθύµιση: Για οµοιόµορφες τ.µ. έχουµε µ = a+b

2 και var = 1
12(a− b)2, όπου a, b τα όρια

του δοθέντος διαστήµατος.)

6. ‘Παίξτε’ µε τις µεταβλητές N , n_bins και n και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας σε κάθε
περίπτωση. Τι αλλάζει στην κατανοµή ; Υπάρχουν αλλαγές στη διασπορά ; ∆ώστε τα αντίστοιχα
ιστογράµµατα. (Π.χ. N = 10000, n_bins = 100, n = 100.)

Παραθέστε τον κώδικά σας, τα Ϲητούµενα ιστογράµµατα και µια µικρή αναφορά µε τις παρατηρήσεις
σας για τα αποτελέσµατα.


