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΄Ασκηση 1.

΄Εχουµε ότι : W = X + Y , και Z = X + 1.2Y .
Υπολογίζουµε την συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών W και Z.

cov(W,Z) = cov(X + Y,X + 1.2Y ) = E
[
(X + Y ) · (X + 1.2Y )

]
− E[X + Y ] · E[X + 1.2Y ]

Υπολογίζουµε τις ποσότητες :

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] = 12

E[X + 1.2Y ] = E[X] + 1.2 · E[Y ] = 5 + 1.2 · 7 = 13.4

E
[
(X + Y ) · (X + 1.2Y )

]
= E[X2 + 1.2 ·X · Y +X · Y + 1.2Y 2] =

E[X2 + 2.2 ·XY + 1.2Y 2] =

E[X2] + 2.2E[X · Y ] + 1.2E[Y 2] =

27.4 + 2.2 · E[X · Y ] + 1.2 · 51.4 =

2.2 · E[X · Y ] + 89.08

΄Οµως, var(X + Y ) = 8 . Οπότε έχουµε:

8 = var(X + Y ) ⇔

8 = E[(X + Y )2]−
(
E[X + Y ]

)2
⇔

8 = E[X2] + 2 · E[X · Y ] + E[Y 2]−
(
E[X + Y ]

)2
⇔

8 = 27.4 + 2 · E[X · Y ] + 51.4− 144 ⇔
E[X · Y ] = 36.6

Εποµένως, η συνδιασπορά γίνεται :

cov(W,Z) = cov(X + Y,X + 1.2Y ) =

E
[
(X + Y ) · (X + 1.2Y )

]
− E[X + Y ] · E[X + 1.2Y ] =

2.2E[X · Y ] + 89.08− 12 · 13.4 =

2.2 · 36.6− 72.72 = 8.8
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΄Ασκηση 2.

Παρατηρούµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές X1, X2, · · · είναι ανεξάρτητες. Εποµένως, και οι τυχαίες
µεταβλητές Yn και Yn+k ϑα είναι ανεξάρτητες, για k ≥ 3.
Εποµένως έχουµε: cov(Yn, Yn+k) = 0, για k ≥ 3
∆ιακρίνουµε Περιπτώσεις :

1. Για k = 0⇔, χρησιµοποιώντας την ανεξαρτησία των Xn, Xn+1, Xn+2 έχουµε:

cov(Yn, Yn) = var(Yn) = var(Xn +Xn+1 +Xn+2) = var(Xn) + var(Xn+1) + var(Xn+2) = 3σ2

2. Για k = 1⇔ , χρησιµοποιώντας τη διγραµµικότητα της συνάρτησης γινοµένου απόκλισης και
την ανεξαρτησία των Xn, Xn+1, Xn+2 έχουµε:

cov(Yn, Yn+1) = cov(Xn +Xn+1 +Xn+2, Xn+1 +Xn+2 +Xn+3) =

cov(Xn, Xn+1 +Xn+2 +Xn+3) + cov(Xn+1 +Xn+2, Xn+1 +Xn+2 +Xn+3) =

0 + cov(Xn+1 +Xn+2, Xn+1 +Xn+2) + cov(Xn+1 +Xn+2, Xn+3) =

var(Xn+1 +Xn+2) + 0 = var(Xn+1) + var(Xn+2) = 2σ2

3. Για k = 2⇔

cov(Yn, Yn+2) = cov(Xn +Xn+1 +Xn+2, Xn+2 +Xn+3 +Xn+4) =

cov(Xn +Xn+1, Xn+2 +Xn+3 +Xn+4) + cov(Xn+2, Xn+2 +Xn+3 +Xn+4) =

0 + cov(Xn+2, Xn+2) + cov(Xn+2, Xn+3 +Xn+4) =

var(Xn+2) + 0 = σ2

Τελικά έχουµε,

cov(Yn, Yn+k) =

{
(3− k)σ2, k = 0, 1, 2

0, k ≥ 3

΄Ασκηση 3.

(α) Αναλύουµε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση σε απλά κλάσµατα :

MX(s) =
8− 3s

s2 − 6s+ 8
=

8− 3s

(s− 4) · (s− 2)
=

A

s− 4
+

B

s− 2

΄Εχουµε ότι :

8− 3s = (s− 2) ·A+ (s− 4) ·B ⇔
8− 3s = (A+B) · s+ (−2A− 4B){
− 3 = A+B

+ 8 = −2A+−4B
⇔ A = −2, B = −1

Οπότε, η ϱοπογεννήτρια γίνεται :

MX(s) =
−2

s− 2
+
−1

s− 2
=

1

2
(

4

4− s
+

2

2− s
)
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Εποµένως, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που προκύπτει από τη ϱοπογεννήτρια ϑα
είναι :

fX(x) =
1

2
· (4e−4x + 2e−2x)

Υπολογίζουµε τη Ϲητούµενη πιθανότητα:

P (X ≥ 0.5) =

∫ +∞

0.5

1

2
· (4e−4x + 2e−2x) =

e−2

2
+
e−1

2

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση, η µέση τιµή και η διασπορά της τυχαίας µετα-
ϐλητής X γίνονται :

E[X] =
d

ds
MX(s)|s=0 =

d

ds
(

2

4− s
+

1

2− s
)|s=0 =

2

(4− s)2
+

1

(2− s)2
|s=0 =

3

8

Επίσης, έχουµε:

E[X] =
d2

ds2
MX(s)|s=0 =

d2

ds2
(

2

4− s
+

1

2− s
)|s=0 =

4

(4− s)3
+

2

(2− s)3
|s=0 =

5

16

Οπότε η διασπορά γίνεται :

var(X) = E[X2]− (E[X])2 =
5

16
− (

3

8
)2 =

11

64

΄Ασκηση 4.

(α) Η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ Z γίνεται :

MZ(s) = E[esZ ] = E[es/4(X−3)] = E[e
s
4
·X · e−3s/4] =

e−3s/4 · E[e
s
4
·X ] =

e−3s/4 ·MX(s/4) =

e−3s/4 · e3s/4+8(s/4)2 = es
2/2

(ϐ) Η µέση τιµή της τ.µ Z γίνεται :

E[Z] = M ′Z(s)|s=0 = s · es2/2|s=0 = 0

(γ) Η διασπορά της τ.µ Z γίνεται :

var(Z) = E[Z2]− (E[Z])2 = M ′′Z(s)|s=0 − 0 = (s)′ · es2/2 + s2 · es2/2 ·
∣∣∣
s=0

=

es
2/2 · (1 + s2)

∣∣∣
s=0

= 1
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΄Ασκηση 5.

(α) Χρησιµοποιώντας το Κεντρικό Οριακό ϑεώρηµα (ΚΟΘ) ορίζουµε :
X1, · · · , X400, το µήκος του κάθε τµήµατος του σωλήνα.
Παρατηρούµε ότι είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, οι οποίες ακολουθούν την εκθετική κατα-
νοµή, µε µέση τιµή 1

λ = 1
2 και διασπορά: 1

λ2
= 1

4 Επίσης, έστω: S400 = X1 +X2 + · · ·+X400.
Τότε η µέση τιµή και η διασπορά γίνονται :

E[S400] = E[X1 +X2 + · · ·+X400] = 400 · 1

2
= 200

και :

var[S400] = var[X1 +X2 + · · ·+X400] = 400 · 1

4
= 100

Βρίσκουµε ένα όριο για το w τέτοιο ώστε : P (S400 > w) ≈ 0.841.
Χρησιµοποιώντας το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, η S400 προσεγγίζεται από µια σχεδόν κανονική
κατανοµή µε µέση τιµή 200 και διασπορά 100.
Οπότε έχουµε:

P (S400 > w) = P (
S400 − 200

10
>
w − 200

10
) = Φ

(200− w
10

)
≈ 0.8410

΄Οµως, ισχύει ότι : Φ(1.00) ≈ 0.841⇒ 200−w
10 ≈ 1⇒ w ≈ 190

(ϐ) Γνωρίζουµε ότι η πιθανότητα να κατασκευάσουµε µια σωλήνα συνολικού µήκους τουλάχιστον
200, είναι 0.841. Οπότε έχουµε: P (Sn > 200) ≈ 0.841
Ισχύει ότι : Sn = X1 + · · ·Xn,
µε αντίστοιχη µέση τιµή : E[Sn] = E[X1] + · · ·E[Xn] = n · 12 = n

2
και διασπορά: var(Sn) = n

4 .
Υποθέτοντας ότι το n είναι αρκετά µεγάλο, εφαρµόζουµε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, προσεγγί-
Ϲοντας την Sn ως µια κανονική τ.µ. Εποµένως, έχουµε:

P (Sn > 200) = P
(Sn − n/2√

n/4
>

200− n/2√
n/4

)
= Φ

(n/2− 200√
n/4

)
≈ 0.841

΄Οµως, ισχύει ότι :

Φ(1.00) ≈ 0.841⇒ n/2− 200√
n/4

= 2⇒ n ≈ 421

΄Ασκηση 6.

Γνωρίζουµε ότι ο συνολικός αριθµός των κουτιών που ϑέλουµε να µεταφέρουµε είναι n = 49, µε
µέση τιµή µ = 205 και τυπική απόκλιση σ = 15. Τα 49 κουτιά ϑα µεταφερθούν επιτυχώς αν
Ϲυγίζουν συνολικά λιγότερο από 9800 κιλά.
Ορίζουµε X το συνολικό αριθµός των κουτιών που πρέπει να µεταφερθούν.
Οπότε Ϲητούµε την πιθανότητα: P (X < 9800).
Υπολογίζουµε την ανηγµένη τιµή:

z =
9800− 49 · 205√

49 · 15
= −2.33
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Χρησιµοποιώντας το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (ΚΟΘ), η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (X < 9800) = P (z < −2.33) = 1− 0.9901 = 0.0099

΄Ασκηση 7.

(α) Η µέση τιµή των τ.µ Xi γίνεται :

E[Xi] =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6
= 3.5

Σύµφωνα µε την ανισότητα Markov έχουµε:

P [S100 ≥ 400] ≤ 100 · 3.5
400

(ϐ) Υπολογίζουµε τη διασπορά των τ.µ Xi ως εξής :

var(Xi) = E[X2
i ]− (E[Xi])

2

΄Οµως, έχουµε ότι :

E[X2
i ] =

12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62

6
= 15

Εποµένως, η διασπορά γίνεται :

var(Xi) = E[X2
i ]− (E[Xi])

2 = 15− 3.52 = 2.75

Σύµφωνα µε την ανισότητα του Chebyshev έχουµε:

P [S100 ≥ 400] = P [|S100 − 350| ≥ 50] ≤ 100 · 2.75

502
= 0.11

(γ) Με ϐάση το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα έχουµε:

P [S100 ≥ 400] = P
[ S100 − 350√

2.75 · 100
≥ 400− 350√

2.75 · 100

]
≈

Q
( 400− 350√

2.75 · 100

)
≈

Q(3.015) ≈
1− Φ(3.015) ≈

0.0009
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΄Ασκηση 8.

Ο Ϲητούµενος κώδικας Matlab:

%% Initialize variables
N = 1000;
n = 20;
n_bins = 20;
a = 0;
b = 1;

%% 1
X1 = rand(1, N);

%% 2
h1 = figure;
hist(X1, n_bins);

%% 3
X = rand(n, N);

%% 4
Mn = mean(X);
h2 = figure;
hist(Mn, n_bins);

%% 5
mu = (a+b)/2;
sigma = sqrt((1/12) * ((a-b)ˆ2));
Sn = sum(X);
Zn = (Sn - n*mu) / (sigma * sqrt(n));
h3 = figure;
hist(Zn, n_bins);

%% 6
% Run for N=10000, n=100, n_bins=100 changing one variable per experiment

• N = 1000, n = 20, nBins = 20
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(ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού
µέσου όρου Mn.
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(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. Zn.

Σχήµα 1
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Στην 1αʹ απεικονίζεται το ιστόγραµµα της οµοιόµορφης τ.µ. X1, για N = 1000 δείγµατα και
20 bins στο διάστηµα [0, 1]. Στην εικόνα 1βʹ ϕαίνεται το ιστόγραµµα του διεγµατικού µέσου
όρου Mn, για n = 20 ανεξάρτητες οµοιόµορφες τ.µ. X1, X2, . . . , Xn που µοιάζει πλέον,
όπως περιµέναµε από τη ϑεωρία, να ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή γύρω από τη µέση τιµή
µ = a+b

2 = 0+1
2 = 0.5 των Xi. Η εικόνα 1γʹ αναπαριστά το ιστόγραµµα του µετασχηµατισµού

Zn: Πρώτα έχουµε αφαιρέσει από την Sn, ώστε να προκύψει η τ.µ. Sn−nµ µε µηδενική µέση
τιµή και κατόπιν διαιρέσαµε µε σ

√
n ώστε η διασπορά να γίνει ίση µε τη µονάδα. Τώρα, στο

παραγόµενο ιστόγραµµα ϐλέπουµε στην πράξη το Θεώρηµα Κεντρικού Ορίου που µας λέει
ότι η ασυµπτωτική µορφή της Zn τείνει οριακά στην Κανονική κατανοµή, Zn ∼ N(0, 1).

• N = 10000, n = 20, nBins = 20
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(ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατι-
κού µέσου όρου Mn.
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(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. Zn.

Σχήµα 2

Αν αυξήσουµε των αριθµό των δειγµάτων από N = 1000 σε N = 10000 και αφήσουµε τις
υπόλοιπες µεταβλητές ως έχουν, η µόνη διαφορά που παρατηρούµε στα παραγόµενα ιστο-
γράµµατα είναι προφανώς µόνο η αύξηση στη συχνότητα εµφάνισης στην εκάστοτε περιοχή
τιµών (άξονας y). ∆εν παρατηρείται καµία αλλαγή ως προς τη µέση τιµή ή τη διασπορά.

• N = 1000, n = 100, nBins = 20

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

10

20

30

40

50

60

70

(αʹ) Η οµοιόµορφη τ.µ. X1.
0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

0

20

40

60

80

100

120

140

(ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού
µέσου όρου Mn.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

20

40

60

80

100

120

140

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. Zn.

Σχήµα 3

Αν αυξήσουµε των αριθµό των µεταβλητών από n = 20 σε n = 100 και αφήσουµε τις υπόλοιπες
µεταβλητές ως έχουν, παρατηρούµε στο παραγόµενο ιστόγραµµα 3βʹ ότι η διασπορά έχει
µειωθεί αισθητά και η κατανοµή της Mn έχει τον κύριο όγκο της πλέον πολύ κοντά στη µέση
τιµή µ. Επιβεβαιώνεται έτσι η σχετική ϑεωρία που µας λέει ότι καθώς n ⇒ ∞, η διασπορά
Mn τείνει στο ∅. Στην εικόνα 3γʹ, µετά το µετασχηµατισµό η διασπορά της Zn έχει και πάλι
επανέλθει στην τιµή 1 προσεγγίζοντας την Κανονική κατανοµή.
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• N = 1000, n = 20, nBins = 100
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(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. Zn.

Σχήµα 4

Αν αυξήσουµε των αριθµό των bins από 20 σε 100 και αφήσουµε τις υπόλοιπες µεταβλητές
ως έχουν, η µόνη διαφορά που παρατηρούµε στα παραγόµενα ιστογράµµατα είναι προφανώς
µόνο η µείωση στη συχνότητα εµφάνισης στην εκάστοτε περιοχή τιµών (άξονας y). Τα ιστο-
γράµµατα ακολουθούν κατά τα άλλα τις ίδιες κατανοµές µε αυξηµένο αριθµό bins, και δεν
παρατηρείται καµία αλλαγή ως προς τη µέση τιµή ή τη διασπορά.


