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΄Ασκηση 1.

αʹ) Εφόσον οι αφίξεις ακολουθούν µια στοχαστική διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ = 2 ανά
λεπτό, ο µέσος αριθµός αντικειµένων που ϑα περάσουν σε t λεπτά είναι 2t. Για να είναι ο
µέσος αριθµός των αντικειµένων που ϑα περάσουν χωρίς συλλογή µικρότερος από 8, τότε
αρκεί

2t ≤ 8⇔ t ≤ 4.

ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την ανεξαρτησία των αφίξεων αντικειµένων κάθε λεπτό, η Ϲητούµενη πιθα-
νότητα είναι :

pK(2) · pK(1) =
22e−2

2!
· 21e−2

1!
=

23 3−4

2
.

γʹ) Ο αριθµός των αφίξεων σε ένα διάστηµα 2 λεπτών είναι µια Poisson στοχαστική διαδικασία µε
παράµετρο 2λ = 4. Εποµένως, η πιθανότητα 4 αφίξεων σε 2 λεπτά είναι :

pK(4) =
(2λ)4e−2λ

4!
=

44e−4

4!
.

δʹ) Ο εργάτης µπορεί να χειριστεί επιτυχώς τρία αντικείµενα. Εποµένως, ο µέσος αριθµός των
αντικειµένων που µπορεί να χειριστεί επιτυχώς ο εργάτης σε ένα λεπτό είναι :

pK(1) + 2pK(2) + 3(pK(3) + pK(4) + . . .) =

pK(1) + 2pK(2) + 3(1− pK(0) + 1− pK(1) + 1− pK(2)) =

3− 3pK(0)− 2pK(1)− pK(2) =

3− 9e−2.

Εποµένως, ο µέσος αριθµός των αντικειµένων που δε µπόρεσε να χειριστεί επιτυχώς ο εργάτης
ισούται µε :

λ− 3 + 9e−2 = 9e−2 − 1.

΄Οµως λ = 2, εποµένως το ποσοστό των αντικειµένων που καταστρέφονται είναι 9e−2−1
2 .

΄Ασκηση 2.

αʹ) Τα διαγωνίσµατα στα οποία αποτυγχάνει ο ∆ηµήτρης ακολουθούν µια στοχαστική διαδικασία
Bernoulli µε παράµετρο p = 1

4 . Ο αριθµός των k = 2 αποτυχιών σε n = 6 ανεξάρτητα διαγω-
νίσµατα ορίζεται ως µια ∆ιωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους p, n και η Ϲητούµενη
πιθανότητα δίδεται ως :

pK(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

(
6

2

)
p2(1− p)4 =

6!

4!2!

(
1

4

)2(3

4

)4

.

ϐʹ) Ο αναµενόµενος µέσος αριθµός διαγωνισµάτων µέχρι την τρίτη αποτυχία είναι η µέση τιµή
µιας Pascal τυχαίας µεταβλητής Yk τάξεως k = 3 µε παράµετρο p = 1

4 :
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E[Yk] =
k

p
=

3
1/4

= 12.

Αφαιρώντας τον αριθµό των αποτυχιών, έχουµε ότι ο αναµενόµενος αριθµός των διαγωνισµά-
των που ϑα έχει περάσει ο ∆ηµήτρης πριν αποτύχει τρεις ϕορές ϑα είναι τελικά 12 − 3 = 9
διαγωνίσµατα.

γʹ) Το γεγονός που µας ενδιαφέρει είναι η τοµή των ακόλουθων τριών ανεξάρτητων γεγονότων :

A = {Ο ∆ηµήτρης αποτυγχάνει σε ακριβώς 1 από τα 7 πρώτα διαγωνίσµατα}

B = {Ο ∆ηµήτρης αποτυγχάνει στο 8o διαγώνισµα}

Γ = {Ο ∆ηµήτρης αποτυγχάνει στο 9o διαγώνισµα}

΄Εχουµε

P (A) =

(
7

1

)(
1

4

)(
3

4

)6

, P (B) = P (Γ) =
1

4
,

έτσι η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

P (A ∩B ∩ Γ) = 7

(
1

4

)3(3

4

)6

.

δʹ) ΄Εστω ∆ το γεγονός ότι ο ∆ηµήτρης αποτυγχάνει σε δύο διαγωνίσµατα στη σειρά πριν πε-
ϱάσει δύο διαγωνίσµατα στη σειρά. ΄Εστω E τα διαγωνίσµατα που έχει περάσει και A τα
διαγωνίσµατα στα οποία έχει αποτύχει αντίστοιχα. ΄Εχουµε λοιπόν :

P (∆) = P (AA ∪ EAA ∪AEAA ∪ EAEAA ∪AEAEAA ∪ EAEAEAA ∪ · · · )
= P (AA) + P (EAA) + P (AEAA) + P (EAEAA) + P (AEAEAA)

+P (EAEAEAA)

=

(
1

4

)2

+
3

4
·
(

1

4

)2

+
1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+
3

4
· 1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+
1

4
· 3

4
· 1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+
3

4
· 1

4
· 3

4
· 1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+ · · ·

=

[(
1

4

)2

+
1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+
1

4
· 3

4
· 1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+ · · ·

]

+

[
3

4
·
(

1

4

)2

+
3

4
· 1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+
3

4
· 1

4
· 3

4
· 1

4
· 3

4
·
(

1

4

)2

+ · · ·

]
.

΄Ετσι, P (∆) είναι το άθροισµα δύο άπειρων γεωµετρικών σειρών και

P (∆) =

(
1
4

)2
1− 1

4 ·
3
4

+
3
4 ·
(
1
4

)2
1− 3

4 ·
1
4

=
7

52
.

΄Ασκηση 3.

αʹ) ΄Εστω Y ο αριθµός των επαναλήψεων πριν την r-οστή επιτυχία, µια Pascal τυχαία µεταβλητή
τάξεως r. ΄Εστω, X ο αριθµός των επιτυχιών πριν την r-οστή επιτυχία, ώστε X = Y − r.
Εποµένως, pX(k) = pY (k + r) και

pX(k) =

(
k + r − 1

r − 1

)
pr(1− p)k, k = 0, 1, . . .
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ϐʹ) Αν χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό του µέρους (α), έχουµε:

E[X] = E[Y ]− r =
r

p
− r =

(1− p)r
p

.

Επιπλέον,

var(X) = var(Y ) =
(1− p)r
p2

.

γʹ) ΄Εστω ξανάX ο αριθµός των αποτυχιών πριν την r-οστή επιτυχία. Η i-οστή αποτυχία συµβαίνει
πριν από την r-οστή επιτυχία εάν και µόνο εάν X ≥ i. Εποµένως, η επιθυµητή πιθανότητα
ισούται µε

∞∑
k=i

pX(k) =
∞∑
k=i

(
k + r − 1

r − 1

)
pr(1− p)k, i = 1, 2, . . .

΄Ενας εναλλακτικός τύπος αποδεικνύεται ως ακολούθως. Θεωρήστε τις πρώτες r+i−1 δοκιµές.
Ο αριθµός των αποτυχιών σε αυτές τις δοκιµές είναι τουλάχιστον i εάν και µόνο εάν ο αριθµός
των επιτυχιών είναι µικρότερος του r. Αλλά αυτό είναι ισοδύναµο µε την i-οστή αποτυχία να
συµβαίνει πριν την r-οστή επιτυχία. ΄Αρα, η επιθυµητή πιθανότητα είναι η πιθανότητα ότι ο
αριθµός των επιτυχιών σε r + i− 1 δοκιµές είναι µικρότερος του r, η οποία είναι :

r−1∑
k=0

(
r + i− 1

k

)
pk(1− p)r+i−1−k, i = 1, 2, . . .

΄Ασκηση 4.

αʹ) Αυτή είναι η πιθανότητα να µην υπάρχει άφιξη για 2 ώρες. ∆ίδεται από:

P (0, 2) = e−0.6·2 = 0.301.

Εναλλακτική λύση: Αυτή είναι η πιθανότητα ότι η πρώτη άφιξη έρχεται µετά από 2 ώρες :

P (T1 > 2) =

∫ ∞
2

fT1(t) dt =

∫ ∞
2

0.6 e−0.6t dt = e−0.6·2 = 0.301.

ϐʹ) Αυτή είναι η πιθανότητα µηδενικών αφίξεων στο διάστηµα [0, 2) και τουλάχιστον µιας άφιξης
στο διάστηµα [2, 5]. Εφόσον αυτά τα δύο χρονικά διαστήµατα είναι µη επικαλυπτόµενα, η
Ϲητούµενη πιθανότητα είναι το γινόµενο των πιθανοτήτων αυτών των γεγονότων, που δίδεται
από:

P (0, 2) · (1− P (0, 3)) = e−0.6·2 · (1− e−0.6·3) = 0.251.

Εναλλακτική λύση: Το Ϲητούµενο γεγονός µπορεί να εκφραστεί και ως {2 ≤ T1 ≤ 5} και η
αντίστοιχη πιθανότητα είναι :∫ 5

2
fT1(t) dt =

∫ 5

2
0.6 e−0.6t dt = e−0.6·2 − e−0.6·5 = 0.251.

γʹ) Αν πιάσει τουλάχιστον δύο ψάρια, πρέπει να έχει ψαρέψει για ακριβώς δύο ώρες. Συνεπώς,
η Ϲητούµενη πιθανότητα ισούται µε την πιθανότητα ότι ο αριθµός των ψαριών που πιάνονται
κατά τις πρώτες δύο ώρες είναι τουλάχιστον 2, δηλαδή:

∞∑
k=2

P (k, 2) = 1− P (0, 2)− P (1, 2) = 1− e−0.6·2 − (0.6 · 2)e−0.6·2 = 0.337.
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Εναλλακτική λύση: Το γεγονός που µας ενδιαφέρει συµβαίνει αν και µόνο αν ο χρόνος Y2 της
δεύτερης άφιξης είναι λιγότερος ή ίσος µε 2. Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

P (Y2 ≤ 2) =

∫ 2

0
fY2(y) dy =

∫ 2

0
(0.6)2ye−0.6y dy.

Αυτό το ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί ολοκληρώνοντας κατά µέρη, όµως αυτός ο υπο-
λογισµός είναι πιο περίπλοκος σε σχέση µε την πρώτη λύση.

δʹ) Ο µέσος αριθµός των ψαριών που πιάνει είναι ίσος µε τον αναµενόµενο αριθµό των ψαριών
που πιάνονται κατά τις πρώτες δύο ώρες (που είναι 2λ = 2 · 0.6 = 1.2), συν τη µέση τιµή του
αριθµού N των ψαριών που πιάνονται µετά τις δύο πρώτες ώρες. ΄Εχουµε N = 0 αν ο ψαράς
σταµατήσει να ψαρεύει στις δύο ώρες και N = 1 αν συνεχίσει να ψαρεύει και µετά το πέρας
των δύο ωρών. Το γεγονός {N = 1} συµβαίνει αν και µόνο αν δεν πιαστούν καθόλου ψάρια
κατά τις πρώτες δύο ώρες, έτσι ώστε E[N ] = P (N = 1) = P (0, 2) = 0.301 . ΄Αρα, ο µέσος
αριθµός των ψαριών που πιάνονται είναι

1.2 + 0.301 = 1.501.

εʹ) ∆εδοµένου ότι ο ψαράς ήδη ψαρεύει για 4 ώρες, ο µελλοντικός χρόνος ψαρέµατος είναι ο
χρόνος µέχρι να πιαστεί το πρώτο ψάρι. Λόγω της έλλειψης µνήµης της στοχαστικής διαδι-
κασίας Poisson, ο µελλοντικός χρόνος είναι εκθετικός µε µέση τιµή 1/λ. Εποµένως, ο µέσος
συνολικός χρόνος ψαρέµατος είναι :

4 +
1

0.6
= 5.667.

΄Ασκηση 5.

αʹ) Ο αριθµός των ανθρώπων που ϕθάνουν µέσα σε µια ώρα ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε
ϱυθµό λ και αναµενόµενη τιµή ίση µε λ.

ϐʹ) Αν οι χρόνοι µεταξύ αφίξεων για τα λεωφορεία είναι εκθετικά κατανεµηµένοι, τότε οι αναχω-
ϱήσεις λεωφορείων σχηµατίζουν µια Poisson διαδικασία µε ϱυθµό µ. ΄Αρα, ο αριθµός των
αναχωρήσεων µέσα σε µια ώρα έχει µια Poisson συνάρτηση πιθανότητας µε παράµετρο µ.

γʹ) Ενώνουµε δυο ανεξάρτητες Poisson διαδικασίες και προκύπτει µια διαδικασία Poisson µε
ϱυθµό µ + λ. Εποµένως, ο αναµενόµενος αριθµός των ‘γεγονότων’ που ϑα συµβούν σε µια
ώρα είναι µ+ λ.

δʹ) Ο αριθµός των ανθρώπων που περιµένουν άγει ορισµένη πληροφορία για το χρόνο από την
τελευταία αναχώρηση. Από την άλλη πλευρά, εξαιτίας της απώλειας µνήµης της εκθετικής
κατανοµής, ο αριθµός αυτός είναι ανεξάρτητος του χρόνου έως την επόµενη αναχώρηση. ΄Αρα,
ο αναµενόµενος χρόνος αναµονής είναι απλώς 1

µ , ανεξαρτήτως του πλήθους των ανθρώπων
που περιµένουν.

εʹ) Κάθε γεγονός στο πρακτορείο έχει πιθανότητα λ/(λ+µ) να είναι άφιξη επιβάτη (‘αποτυχία’) και
πιθανότητα µ/(λ+µ) να είναι άφιξη λεωφορείου (‘επιτυχία’). Επιπλέον, διαφορετικά γεγονότα
είναι ανεξάρτητα. Ο αριθµός των επιβατών σε ένα λεωφορείο είναι ίσος µε τον αριθµό των
αποτυχιών έως την πρώτη επιτυχία και είναι κατανεµηµένος ως K − 1, όπου K είναι µια
γεωµετρική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο µ/(λ+µ). Συνεπώς, η συνάρτηση πιθανότητας του
αριθµού των επιβατών σε ένα λεωφορείο ϑα είναι :(

λ

λ+ µ

)k ( µ

λ+ µ

)
, k = 0, 1, . . .
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΄Ασκηση 6.

αʹ) Θεωρώντας ένα πολύ µικρό χρονικό διάστηµα δ έχουµε:

P (A) = P ({εργασία από Α} | {υποβάλλεται κάποια εργασία})

=
P (υποβάλλεται εργασία από τον Α)

P (υποβάλλεται κάποια εργασία)

=
αδ

(α+ β)δ

=
α

α+ β

Συνεπώς,

P (ακριβώς 8 από τις επόµενες 12 εργασίες από τον Α) =

(
12

8

)(
α

α+ β

)8( β

α+ β

)4

ϐʹ) Το ερώτηµα αφορά τη συνδυασµένη διαδικασία υποβολής εργασιών από τους πελάτες Α και Β,
η οποία έχει ϱυθµό α+β. Με άλλα λόγια, Ϲητείται η πιθανότητα P (7, t) για ϱυθµό λ = α+β,
η οποία είναι :

((α+ β)t)7e−(α+β)t

7!

γʹ) Χρησιµοποιώντας τη συνδυασµένη διαδικασία έχουµε:
{M = m} = {m υποβολές από τον Α σε σύνολο m + 5 υποβολών ΚΑΙ η (m + 6)-η υποβολή
είναι από τον Β }.
Από την ιδιότητα έλλειψης µνήµης της διαδικασίας Poisson προκύπτει ότι :

P (M = m) = P (m υποβολές από τον Α σε σύνολο m+ 5 υποβολών )×
×P ( η (m+ 6)-η υποβολή είναι από τον Β)

pM (m) =

(
m+ 5

m

)(
β

α+ β

)6( α

α+ β

)m
, m = 0, 1, 2, . . .

Για την εύρεση της µέσης τιµής και της διασποράς της Μ µπορούµε είτε να χρησιµοποιήσουµε
απ΄ ευθείας την PMF που υπολογίσαµε προηγουµένως, είτε να παρατηρήσουµε ότι :

M = X1 +X2 + · · ·+X6

όπου Xi είναι τυχαία µεταβλητή που περιγράφει τον αριθµό των υποβολών του Α µεταξύ της
(i−1)-οστής και i-οστής υποβολής του Β. Μπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι οιXi είναι
i.i.d. τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν γεωµετρική κατανοµή µετατοπισµένη κατά 1, µε
παράµετρο p = 1− P (A) =

(
β

α+β

)
.

΄Αρα,

E[M ] = 6E[X] = 6

(
α+ β

β
− 1

)
=

6α

β
, var(M) = 36var(X) =

36α(α+ β)

β2

δʹ) P ( υποβολή εργασίας µε 2 προγράµµατα ) = P ( υποβολή εργασίας µε 3 προγράµµατα ) =
P ( υποβολή εργασίας µε 4 προγράµµατα ) = 1/3.
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΄Εχουµε λοιπόν :

P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν ίδιο αριθµό προγραµµάτων) =

P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν 2 προγράµµατα) +

P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν 3 προγράµµατα) +

P (οι πρώτες 4 εργασίες έχουν 4 προγράµµατα) =

3

(
1

3

)4

=

1

27
.

εʹ) Μπορούµε να ϕτάσουµε εύκολα στην απάντηση του ερωτήµατος χρησιµοποιώντας διαίρεση
της διαδικασίας Poisson. ∆ηµιουργούµε µια νέα διαίρεση της διαδικασίας του πελάτη Α, οι
αφίξεις της οποίας αντιστοιχούν σε εργασίες του Α που περιλαµβάνουν 3 προγράµµατα. Η
νέα διαδικασία έχει ϱυθµό:

P (η εργασία έχει 3 προγράµµατα)× (αρχικός ϱυθµός) =
1

3
α.

οπότε η X είναι Erlang τυχαία µεταβλητή 5ης τάξης µε παράµετρο
(
1
3α
)
και συνεπώς, η PDF

της είναι :

fX(x) =

(
1
3α
)5
x4e−

1
3
αx

4!
, x ≥ 0.

΄Ασκηση 7.

αʹ) Η τυχαία µεταβλητή R είναι ∆ιωνυµική µε παραµέτρους p, n. Συνεπώς,

pR(r) =

(
n

r

)
(1− p)n−rpr, για r = 0, 1, 2, . . . , n.

E[R] = np και var(R) = np(1− p).

ϐʹ) ΄Εστω A το γεγονός ότι το πρώτο αντικείµενο που ϑα ϕορτωθεί καταλήγει να είναι το µοναδικό
στο ϕορτηγό του. Το γεγονός αυτό αποτελεί την ένωση δύο ανεξάρτητων γεγονότων :

(i) Το πρώτο αντικείµενο τοποθετείται στο κόκκινο ϕορτηγό και τα υπόλοιπα n− 1 τοποθε-
τούνται στο πράσινο ϕορτηγό.

(ii) Το πρώτο αντικείµενο τοποθετείται στο πράσινο ϕορτηγό και τα υπόλοιπα n− 1 τοποθε-
τούνται στο κόκκινο ϕορτηγό.

Τότε,
P (A) = p(1− p)n−1 + (1− p)pn−1.

γʹ) ΄Εστω B το γεγονός ότι τουλάχιστον ένα ϕορτηγό καταλήγει µε ακριβώς µόνο ένα πακέτο.
Το γεγονός B συµβαίνει εάν ακριβώς ένα ή και τα δύο ϕορτηγά καταλήξουν µε ακριβώς ένα
πακέτο, άρα:

P (B) =


1, αν n = 1

2p(1− p), αν n = 2(
n
1

)
(1− p)n−1p+

(
n
n−1
)
pn−1(1− p), αν n = 3, 4, 5, . . .


