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Λύσεις 3ης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.
Χρησιµοποιούµε µια αλυσίδα Markov µε τρεις καταστάσεις, Ε, Μ και ∆, όπου κάθε κατάσταση
αντιπροσωπεύει τη δυσκολία της πιο πρόσφατης εξέτασης (Εύκολη, Μέτρια και ∆ύσκολή αντίστοιχα).
Το γράφηµα της αλυσίδας δίδεται στο Σχήµα 1:

Σχήµα 1: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 1.

΄Εχουµε τον ακόλουθο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης :r∆∆ r∆M r∆E

rM∆ rMM rME

rE∆ rEM rEE

 =

 0 0.5 0.5
0.25 0.5 0.25
0.25 0.25 0.5


Εύκολα ϐλέπουµε ότι η αλυσίδα Markov µας έχει µια µοναδική αναδροµική κλάση, η οποία είναι
απεριοδική.
Οι εξισώσεις ισορροπίας παίρνουν τη µορφή:

π1 =
1

4
(π2 + π3)

π2 =
1

2
(π1 + π2) +

1

4
π3

π3 =
1

2
(π1 + π3) +

1

4
π2

Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις σε συνδυασµό µε την
∑

i πi = 1 έχουµε τελικά:

π1 =
1

5
, π2 = π3 =

2

5
.

΄Ασκηση 2.
Το γράφηµα της αλυσίδας δίδεται στο Σχήµα 2.

Παρατηρούµε ότι οι 9 καταστάσεις που αποτελούν την αλυσίδα Markov µας αποτελούν µια µοναδική
κλάση επικοινωνίας.
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Σχήµα 2: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 2.

Σύµφωνα µε τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι µια κλάση ονοµάζεται περιοδική αν οι καταστάσεις της
µπορούν να οµαδοποιηθούν σε d > 1 ξένα µεταξύ τους υποσύνολα S1, . . . , Sd έτσι ώστε όλες οι
µεταβάσεις από το ένα υποσύνολο οδηγούν στο επόµενο υποσύνολο. Εποµένως, σε µία περιοδική
επαναληπτική κλάση, µετακινούµαστε διαµέσου µιας διατεταγµένης ακολουθίας υποσυνόλων και
µετά από d ϐήµατα, καταλήγουµε στο αρχικό υποσύνολο.

Εδώ παρατηρούµε ότι µπορούµε να χωρίσουµε την κλάση µας στα 2 ξένα µεταξύ τους υποσύνολα
S1 = {1, 3, 5, 8} και S2 = {2, 4, 6, 7, 9} και µπορούµε από το S1 να καταλήξουµε διαµέσου του S2

πίσω στο S1 µε 2 µεταβάσεις, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3. Εποµένως, η κλάση µας είναι περιοδική
µε περίοδο d = 2.

Σχήµα 3: Τα υποσύνολα που ϑεωρούµε για την περιοδικότητα (΄Ασκηση 3).

΄Ασκηση 3.

αʹ) Ορίζουµε τις εξής 4 καταστάσεις : {V : νίκη, D : ισοπαλία, L : ήττα, Q : παραίτηση}. Το
γράφηµα της αλυσίδας ϕαίνεται στο Σχήµα 4. Παρατηρώντας το γράφηµα ϐλέπουµε ότι οι
καταστάσεις V,D και L είναι όλες µεταβατικές, καθώς από όλες επιτρέπεται η µετάβαση στην
Q, αλλά καµία δεν είναι προσιτή από την Q, η οποία είναι και έµµονη.

Σχήµα 4: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 3(α΄).

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι ο παρακάτω:

P =


0.7 0.3 0 0
0.4 0.3 0.3 0
0 0.4 0.5 0.1
0 0 0 1


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ϐʹ) ΄Εστω Xn η κατάσταση της µαρκοβιανής αλυσίδας στο τέλος του n−οστού παιχνιδιού. Με
χρήση του διαγράµµατος Markov και των δεσµευµένων πιθανοτήτων έχουµε ότι :

P (‘Η οµάδα τα παρατάει µετά το 3ο παιχνίδι’/‘1ο παιχνίδι είναι ισοπαλία’)
= P (‘3ο παιχνίδι είναι ήττα και η οµάδα τα παρατάει’/X1 = D)

= P (‘3ο παιχνίδι είναι ήττα’/X1 = D) · P (‘’/X3 = L)

= P (X3 = L/X1 = D) · PLQ
= (P (X3 = L,X2 = L/X1 = D) + P (X3 = L,X2 = D/X1 = D) +

P (X3 = L,X2 = V/X1 = D)) · PLQ
= (P (X3 = L/X2 = L) · P (X2 = L/X1 = D) +

P (X3 = L/X2 = D) · P (X2 = D/X1 = D) +

P (X3 = L/X2 = V ) · P (X2 = V/X1 = D)) · PLQ
= (PLL · PDL + PDL · PDD + PV L · PDV ) · PLQ
= (0.5 · 0.3 + 0.3 · 0.3 + 0 · 0.4) · 1 = 0.024

Οµοίως, εάν το πρώτο παιχνίδι είναι νικηφόρο:

P (‘Η οµάδα τα παρατάει µετά το 3ο παιχνίδι’/‘1ο παιχνίδι είναι νικηφόρο’)
= P (X3 = L/X1 = V ) · PLQ
= (P (X3 = L,X2 = L/X1 = V ) + P (X3 = L,X2 = D/X1 = V ) +

P (X3 = L,X2 = V/X1 = V )) · PLQ
= (P (X3 = L/X2 = L) · P (X2 = L/X1 = V ) +

P (X3 = L/X2 = D) · P (X2 = D/X1 = V ) +

P (X3 = L/X2 = V ) · P (X2 = V/X1 = V )) · PLQ
= (PLL · PV L + PDL · PV D + PV L · PV V ) · PLQ
= (0.5 · 0 + 0.3 · 0.3 + 0 · 0.7) · 1 = 0.009

δηλαδή σε αυτήν την περίπτωση η οµάδα τα παρατάει µε πιθανότητα µικρότερη κάτα 2/3
περίπου.

γʹ) Η νέα αλυσίδα ϕαίνεται στο Σχήµα 5.

Σχήµα 5: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 3(γ΄).

Ο αντίστοιχος πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης :

P =

 0.7 0.3 0
0.4 0.3 0.3
0 0.4 0.6


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Για αυτήν τη Μαρκοβιανή αλυσίδα γεννήσεων–ϑανάτου, οι τοπικές εξισώσεις ισορροπίας δί-
νουν :

πL · PLD = πD · PDL
πV · PV D = πD · PDV

=⇒ 0.4πL = 0.3πD
0.3πV = 0.3πD

Μαζί µε την πV + πD + πL = 1 , έχουµε ότι :

πL =
9

37
, πD =

12

37
, πV =

16

37

δʹ) Σύµφωνα µε την ερµηνεία που δώσαµε στην τάξη:

lim
n→∞

E[πλήθος των ηττών που ακολουθούνται από ισοπαλία σε n παιχνίδια]
n

= πL · PLD

=
9

37
· 0.4

=
18

185
= 0.0973

Οµοίως

lim
n→∞

E[πλήθος των νικών που ακολουθούνται από ισοπαλία σε n παιχνίδια]
n

= πV · PV D

=
16

37
· 0.3

=
24

185
= 0.1297

΄Ασκηση 4.

αʹ) Οι τοπικές εξισώσεις ισορροπίας παίρνουν τη µορφή:

0.6π1 = 0.3π2, 0.2π2 = 0.2π3.

Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις σε συνδυασµό µε την εξίσωση κανονικοποίησης, έχουµε ότι :

π1 =
1

5
, π2 = π3 =

2

5
.

ϐʹ) Η πιθανότητα ότι η πρώτη µετάβαση είναι γέννηση είναι :

0.6π1 + 0.2π2 =
0.6

5
+

0.2 · 2
5

=
1

5
.

γʹ) Αν η κατάσταση είναι 1, που συµβαίνει µε πιθανότητα 1/5, η πρώτη αλλαγή κατάστασης είναι
σίγουρα γέννηση. Αν η κατάσταση είναι 2, που συµβαίνει µε πιθανότητα 2/5, η πιθανότητα
ότι η πρώτη αλλαγή κατάστασης είναι γέννηση ισούται µε 0.2

0.3+0.2 = 2
5 . Τέλος, αν η κατάσταση

είναι 3, η πιθανότητα ότι η πρώτη αλλαγή κατάστασης είναι γέννηση ισούται µε 0.

΄Αρα, η συνολική πιθανότητα ότι η πρώτη αλλαγή κατάστασης που παρατηρούµε είναι γέννηση
ισούται µε :

1 · 1
5
+

2

5
· 2
5
=

9

25
.
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δʹ) ΄Εχουµε

P (η κατάσταση ήταν 2 | η πρώτη µετάβαση είναι γέννηση) =

P (η κατάσταση ήταν 2 ∩ η πρώτη µετάβαση είναι γέννηση)
P (η πρώτη µετάβαση είναι γέννηση)

=

π2 · 0.2
1/5

=
2

5
.

εʹ) ΄Οπως δείξαµε στο ερώτηµα (γ΄), η πιθανότητα ότι η πρώτη αλλαγή κατάστασης είναι γέννηση
είναι 9/25. Επιπλέον, η πιθανότητα ότι η κατάσταση είναι 2 και η πρώτη αλλαγή κατάστασης
είναι γέννηση είναι 2π2

5 = 4
25 . Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

4/25

9/25
=

4

9
.

ϛʹ) Σε µια στοχαστική διαδικασία ϑανάτου-γέννησης, πρέπει να υπάρχουν τόσες γεννήσεις όσοι
ϑάνατοι, συν πλην 1. Συνεπώς, η οριακή πιθανότητα γεννήσεων πρέπει να ισούται µε την
οριακή πιθανότητα ϑανάτων. ΄Αρα, σε σταθερή κατάσταση, οι µισές αλλαγές κατάστασης
αναµένεται να είναι γεννήσεις. Γι΄ αυτό, η δεσµευµένη πιθανότητα ότι η πρώτη µετάβαση που
παρατηρούµε είναι γέννηση, δεδοµένου ότι είχε σαν αποτέλεσµα την αλλαγή κατάστασης,
ισούται µε 1/2.

Εναλλακτικά, η απάντηση µπορεί να ληφθεί αλγεβρικά:

P (γέννηση | αλλαγή κατάστασης) =
P (γέννηση)

P (αλλαγή κατάστασης)

=
1/5

1
5 · 0.6 +

2
5 · 0.5 +

2
5 · 0.2

=
1/5

2/5
=

1

2
.

Ϲʹ) ΄Εχουµε:

P (οδηγεί στην κατάσταση 2 | αλλαγή) =
P (αλλαγή που οδηγεί στην κατάσταση 2)

P (αλλαγή)

=
π1 · 0.6 + π3 · 0.2

2/5
=

1

2
.

Αυτό είναι διαισθητικό, διότι για κάθε αλλαγή κατάστασης που οδηγεί στην κατάσταση 2,
πρέπει να υπάρχει µια µεταγενέστερη αλλαγή κατάστασης που ϑα οδηγεί µακριά από την
κατάσταση 2.

΄Ασκηση 5.

αʹ) Οι καταστάσεις 4 και 5 είναι µεταβατικές και όλες οι υπόλοιπες καταστάσεις είναι έµµονες.
Υπάρχουν δύο επαναλαµβανόµενες κλάσεις. Η κλάση {1, 2, 3} είναι απεριοδική και η κλάση
{6, 7} είναι περιοδική.

ϐʹ) Αν η διαδικασία ξεκινά από την κατάσταση 1, µένει µέσα στην απεριοδική αναδροµική κλά-
ση {1, 2, 3} και οι πιθανότητες n-οστής µετάβασης συγκλίνουν στις στατικές πιθανότητες πi.
΄Εχουµε πi = 0 για i /∈ {1, 2, 3}.
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Οι τοπικές εξισώσεις ισορροπίας παίρνουν τη µορφή:

π1 = π2, π2 = 6π3.

Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις σε συνδυασµό µε την εξίσωση κανονικοποίησης, έχουµε:

π1 = π2 =
6

13
, π3 =

1

13
.

γʹ) Επειδή η κλάση {6, 7} είναι περιοδική, δεν υπάρχουν στατικές πιθανότητες. Συγκεκριµένα,
η ακολουθία r66 εναλλάσσεται µεταξύ 0 και 1 και δε συγκλίνει.

δʹ) i) Η πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνεται κατά ένα κατά την πρώτη µετάβαση ισούται µε :

0.5π1 + 0.1π2 =
18

65
.

ii) Η πιθανότητα ότι η διαδικασία ϐρίσκεται σε κατάσταση 2 και ότι η κατάσταση αυξάνεται
είναι :

0.1π2 =
0.6

13
.

Συνεπώς, η Ϲητούµενη δεσµευµένη πιθανότητα είναι :

0.6/13

18/65
=

1

6
.

iii) Αν η κατάσταση είναι 1 (µε πιθανότητα 6/13), είναι ϐέβαιο ότι ϑα αυξηθεί κατά την πρώτη
αλλαγή κατάστασης. Αν η κατάσταση είναι 2 (µε πιθανότητα 6/13), υπάρχει πιθανότητα
1/6 αύξησης κατά την πρώτη αλλαγή κατάστασης. Τέλος, αν η κατάσταση είναι 3, δε
µπορεί να αυξηθεί κατά την πρώτη αλλαγή κατάστασης.
Συνεπώς, τελικά η πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνεται κατά την πρώτη αλλαγή κατά-
στασης ισούται µε :

6

13
+

1

6
· 6
13

=
7

13
.

εʹ) i) ΄Εστω α4 και α5 οι πιθανότητες απορροφήσεως από την κλάση {1, 2, 3}, ξεκινώντας από
την κατάσταση 4 και 5 αντίστοιχα. ΄Εχουµε:

α4 = 0.2 + 0.4α4 + 0.2α5

α5 = 0.7α4

που δίδει :
α4 = 0.2 + 0.4α4 + 0.14α4

και α4 = 10/23. Επίσης, η πιθανότητα ότι κάποτε ϕτάνουµε στην κλάση {6, 7}, ξεκινώντας
από την κατάσταση 4 είναι 1− (10/23) =

13/23.

ii) ΄Εστω µ4 και µ5 οι αναµενόµενοι χρόνοι µέχρι να ϕτάσουµε σε µια επαναληπτική κατά-
σταση, ξεκινώντας από την κατάσταση 4 και 5 αντίστοιχα. ΄Εχουµε:

µ4 = 1 + 0.4µ4 + 0.2µ5

µ5 = 1 + 0.7µ4

Συµπληρώνοντας τη δεύτερη εξίσωση στην πρώτη και λύνοντας ως προς µ4, παίρνουµε:

µ4 =
60

23
.


