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΄Ασκηση 1.

Ο Κώστας πηγαίνει στο Las Vegas. ∆ε ϑέλει να χάσει πάρα πολλά λεφτά οπότε αποφασίζει να παίξει
µόνο µε 3$ και να σταµατήσει να παίζει όταν ϑα τα έχει κάνει 5$ ή όταν ϑα τα έχει χάσει όλα.
Πλησιάζει µία ϱουλέτα η οποία έχει 18 κόκκινες, 18 µαύρες και 2 πράσινες ϑέσεις. Αποφασίζει ότι
πάντα ϑα ποντάρει 1$ στο κόκκινο.

αʹ) Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφει πλήρως την εξέλιξη του παιχνιδιού του Κώστα.
Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, δώστε το γράφηµα της αλυσίδας µε τις πιθανότητες µετάβα-
σης καθαρά γραµµένες στις ακµές και γράψτε τον αντίστοιχο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης.
Ποιες από τις καταστάσεις είναι έµµονες και ποιες είναι µεταβατικές ;

ϐʹ) Με τι πιθανότητα ϑα ϕύγει ο Κώστας χαρούµενος από το καζίνο ; Με τι πιθανότητα ϑα ϕύγει
χαµένος ; Πώς µεταβάλλονται αυτές οι πιθανότητες αν αρχίζει το παιχνίδι µε 2$;

γʹ) Πόσο ϑα διαρκέσει η διασκέδαση του Κώστα στη ϱουλέτα ; Με άλλα λόγια, ποιος είναι ο
αναµενόµενος αριθµός προσπαθειών µέχρις ότου χάσει τα λεφτά του ή ϕύγει µε 5$ στην
τσέπη ;

Λύση.

αʹ) Ως κατάσταση του συστήµατος ορίζουµε τον αριθµό των δολαρίων που ο Κώστας έχει στην
τσέπη του {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Το γράφηµα της αλυσίδας ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 1.

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι ο ακόλουθος :

P =



1 0 0 0 0 0
20/38 0 18/38 0 0 0
0 20/38 0 18/38 0 0
0 0 20/38 0 18/38 0
0 0 0 20/38 0 18/38
0 0 0 0 0 1


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• ΄Εµµονες καταστάσεις : 0 και 5.
(Προσβάσιµες από όλες τις καταστάσεις της κλάσης τους, αλλά όχι από επαναληπτικές
καταστάσεις άλλων κλάσεων.)

• Μεταβατικές καταστάσεις : 1, 2, 3 και 4.
(∆εν είναι προσβάσιµες από καµία έµµονη κατάσταση.)

ϐʹ) Ζητούνται ουσιαστικά οι πιθανότητες απορροφήσεως του συστήµατος από τις καταστάσεις
s = 0 (ϕεύγει χαµένος) και s = 5 (ϕεύγει κερδισµένος), όταν αυτό ξεκινά από τις καταστάσεις
i = 3 ή i = 2.

Σχετική ϑεωρία:
΄Εστω µία συγκεκριµένη κατάσταση απορρόφησης s. Ορίζουµε ως πιθανότητες απορρόφησης
του συστήµατος από την s, ξεκινώντας από την i:

αi , P (Xn τελικά ισούται µε την κατάσταση απορρόφησης s |X0 = i)

Για µια αλυσίδα Markov όπου κάθε κατάσταση είναι είτε µεταβατική, είτε απορροφήσεως, οι
πιθανότητες απορρόφησης αi της αλυσίδας από την κατάσταση s ξεκινώντας από την i είναι
οι µοναδικές λύσεις του γραµµικού συστήµατος :

αs = 1

αi = 0, για κάθε κατάσταση απορροφήσεως i 6= s

αj =

m∑
j=1

pijαj , για κάθε µεταβατική κατάσταση i

Εδώ, έστω ότι ο Κώστας ϕεύγει χαµένος, τότε s = 0 και οι πιθανότητες απορρόφησης ικανο-
ποιούν το γραµµικό σύστηµα:

α0 = 1

α5 = 0

α1 = p10 · α0 + p12 · α2 =
20

38
· 1 + 18

38
· α2

α2 = p21 · α1 + p23 · α3 =
20

38
· α1 +

18

38
· α3

α3 = p32 · α2 + p34 · α4 =
20

38
· α2 +

18

38
· α4

α4 = p43 · α3 + p45 · α5 =
20

38
· α3 +

18

38
· 0

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:

α =



α0

α1

α2

α3

α4

α5

 =



1
0.8398
0.6618
0.4640
0.2442

0


Η πιθανότητα λοιπόν, να ϕύγει χαµένος από το καζίνο, ενώ έχει µπει µε 3$ είναι α3 = 0.4640,
ενώ η πιθανότητα να ϕύγει χαµένος αν ξεκινούσε µε 2$ είναι α2 = 0.6618.

Αντίστοιχα, η πιθανότητα ο Κώστας να ϕύγει χαρούµενος είναι η πιθανότητα απορρόφησης του
συστήµατος από την s = 5. Θα µπορούσαµε να κάνουµε ακριβώς την ίδια διαδικασία επίλυσης
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γραµµικού συστήµατος όπως παραπάνω, αλλά αυτό δεν είναι απαραίτητο διότι έχουµε µόνο
δύο έµµονες καταστάσεις, άρα οι Ϲητούµενες πιθανότητες είναι :

1− α =



0
0.1602
0.3382
0.5360
0.7558

1


Συνεπώς, η πιθανότητα να ϕύγει χαρούµενος από το καζίνο ενώ είχε µπει µε 3$ είναι 1−α3 =
0.5360, ενώ αν είχε µπει µε 2$ είναι 1− α2 = 0.3382.

γʹ) Ζητείται ο µέσος χρόνος απορρόφησης του συστήµατος, ξεκινώντας από την κατάσταση i = 3.

Σχετική ϑεωρία:
Μέσος χρόνος απορροφήσεως µi, ξεκινώντας από την κατάσταση i είναι οι µοναδικές λύσεις
του συστήµατος :

µi = 0, για κάθε έµµονη κατάσταση i

µi = 1 +
m∑
j=1

pijµj , για κάθε µεταβατική κατάσταση i

΄Αρα εδώ:

µ0 = µ5 = 0

µ1 = 1 + p10 · µ0 + p12 · µ2 = 1 +
20

38
· 0 + 18

38
· µ2

µ2 = 1 + p21 · µ1 + p23 · µ3 = 1 +
20

38
· µ1 + 18

38
· µ3

µ3 = 1 + p32 · µ2 + p34 · µ4 = 1 +
20

38
· µ2 +

18

38
· µ4

µ4 = 1 + p43 · µ3 + p45 · µ5 = 1 +
20

38
· µ3 +

18

38
· 0

Λύνουµε το σύστηµα και ϐρίσκουµε το Ϲητούµενο µ3.

΄Ασκηση 2.

΄Ενα πειραµατικό ποντίκι είναι ϕυλακισµένο µέσα σε ένα κλουβί µε τρεις πόρτες. Σε κάθε γύρο,
το ποντίκι ανοίγει τυχαία µία πόρτα και τρώει ένα κοµµάτι τυρί, εάν υπάρχει τέτοιο πίσω από
την πόρτα που άνοιξε. Κάθε πόρτα επιλέγεται µε ίση πιθανότητα σε κάθε γύρο, ανεξάρτητα από
το που το ποντίκι ϐρήκε τυρί στον προηγούµενο γύρο. Αν δε ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο
γύρο, η πιθανότητα ότι το ποντίκι ϑα ϐρει τυρί σε αυτόν τον γύρο είναι 3/4. Αν ϐρέθηκε τυρί στον
προηγούµενο γύρο και η ίδια πόρτα επιλεγεί σε αυτόν τον γύρο, η πιθανότητα ότι το ποντίκι ϑα
ϐρει τυρί είναι 0. Ενώ αν ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο γύρο και διαφορετική πόρτα επιλεγεί σε
αυτόν τον γύρο, η πιθανότητα ότι το ποντίκι ϑα ϐρει τυρί είναι 1.

αʹ) Μας ενδιαφέρει το αν το ποντίκι τρώει το τυρί του σε κάθε γύρο. Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυ-
σίδα που περιγράφει πλήρως την εξέλιξη του πειράµατος. Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις,
δώστε το γράφηµα της αλυσίδας µε τις πιθανότητες µετάβασης καθαρά γραµµένες στις ακµές,
και γράψτε τον αντίστοιχο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης.
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ϐʹ) Αν παρατηρήσετε το ποντίκι για 1000 γύρους, σε ποιο ποσοστό αυτών ϑα το δείτε να τρώει το
τυρί του ;

γʹ) ΄Εστω ότι δε ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο γύρο. Ποιος είναι ο µέσος αριθµός γύρων έως
ότου το ποντίκι να ϕάει ένα κοµµάτι τυρί ;

δʹ) ΄Εστω ότι δε ϐρέθηκε τυρί στον προηγούµενο γύρο. Ποιος είναι ο µέσος αριθµός γύρων έως
ότου το ποντίκι να ϕάει n κοµµάτια τυρί ;

Βοήθεια : Στα ερωτήµατα (γ΄) και (δ΄) χρησιµοποιείστε τις γνώσεις σας σχετικά µε µέσους χρόνους
ως την πρώτη επίσκεψη και µέσο χρόνο επανόδου, αντίστοιχα.

ε΄) Κοιτάτε µέσα στο κλουβί και παρατηρείτε ότι το ποντίκι τρώει ένα κοµµάτι τυρί πίσω από την
πόρτα 1. Ποια είναι η πιθανότητα ότι 3 γύρους µετά, το ποντίκι ϑα ϐρεθεί να τρώει πάλι πίσω
από την πόρτα 1;

Βοήθεια : Στο ερώτηµα (ε΄), χρειάζεται να ορίσετε µία νέα Μαρκοβιανή αλυσίδα που να περιγράφει
και τις πόρτες πίσω από τις οποίες το ποντίκι ϐρίσκει τυρί.

Λύση.

αʹ) Εφόσον µας ενδιαφέρει αν το ποντίκι τρώει το τυρί του, ορίζουµε µία αλυσίδα Markov µε δύο
καταστάσεις, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 2, Ερώτηµα α΄.

Ο αντίστοιχος πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης :

P =

[
2/3

1/3
3/4

1/4

]
Εξήγηση επιµέρους πιθανοτήτων :

• P (Θα ϐρει | ∆ε ϐρήκε πριν) = 3
4 (δίδεται από την εκφώνηση)

• P (∆ε ϑα ϐρει | ∆ε ϐρήκε πριν) = 1− P (Θα ϐρει | ∆ε ϐρήκε πριν) = 1− 3
4 = 1

4 .

• P (Θα ϐρει | Βρήκε πριν) = P (Να επιλέξει διαφορέτική πόρτα από αυτήν του προηγού-
µενου γύρου) = 1

3 + 1
3 = 2

3 .

• P (∆ε ϑα ϐρει | Βρήκε πριν) = P (Να επιλέξει την ίδια πόρτα µε αυτήν του προηγούµε-
νου γύρου) = 1

3 .

ϐʹ) Για να ϐρούµε σε πόσους από τους 1000 γύρους το ποντίκι τρώει το τυρί, ϑα πρέπει να
υπολογίσουµε τη στατική κατανοµή της αλυσίδας.
Οι εξισώσεις ισορροπίας παίρνουν τη µορφή:

π = π ·P ⇒
[
π0 π1

]
=
[
π0 π1

]
·
[

2/3
1/3

3/4
1/4

]
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Εποµένως,

π0 =
2

3
π0 +

3

4
π1

π1 =
1

3
π0 +

1

4
π1

⇒ 1

3
π0 =

3

4
π1

που σε συνδυασµό µε την π0 + π1 = 1 µας δίνει π0 = 9
13 = 0.692 και π1 = 4

13 .

΄Αρα σε κάποιο συγκεκριµένο γύρο στο µακρινό µέλλον, το ποντίκι ϑα τρώει τυρί µε πιθανότητα
0.692 και αν παρατηρήσουµε το τυρί για 1000 γύρους, ϑα τρώει το τυρί στους 1000× 0.692 =
692 από αυτούς.

γʹ) Μας Ϲητείται ο µέσος χρόνος ως την πρώτη επίσκεψη της κατάστασης 0, ξεκινώντας από την
κατάσταση 1.

Σχετική ϑεωρία:
Ο µέσος αριθµός των ϐηµάτων ή αναµενόµενος χρόνος µέχρι την πρώτη διέλευση του συστή-
µατος από µία συγκεκριµένη έµµονη κατάσταση s, ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση
i, είναι οι µοναδικές λύσεις του συστήµατος :

ts = 0

ti = 1 +
m∑
j=1

pijtj , για κάθε i 6= s

΄Αρα, εδώ:

t0 = 0, s = 0 ( η έµµονη κατάσταση για την οποία ψάχνουµε την 1η διέλευση)

t1 = 1 + p10 · t0 + p11 · t1 = 1 +
3

4
· 0 + 1

4
· t1 ⇒ t1 =

4

3
= 1.33

δʹ) Εδώ, µας Ϲητείται ο αναµενόµενος χρόνος T , µέχρι την πρώτη διέλευση του συστήµατος από
την κατάσταση 0, ακολουθούµενος από (n− 1) επανόδους στην κατάσταση 0, ξεκινώντας από
τη 0, δηλαδή:

T = t1 + (n− 1) · t∗0

Σχετική ϑεωρία:
Ο µέσος χρόνος επανάληψης της κατάστασης s, ορίζεται ως :

t∗s = E[αριθµός µεταβάσεων µέχρι την πρώτη επιστροφή στην s, ξεκινώντας από την s]

Μπορούµε να υπολογίσουµε το t∗s, αν γνωρίζουµε τους χρόνους της 1ης επίσκεψης ti, χρησι-
µοποιώντας την εξίσωση:

t∗s = 1 +
m∑
j=1

psjtj

Εδώ, γνωρίζουµε από το ερώτηµα (γ΄) ότι t0 = 0 και t1 = 4
3 .

΄Εχουµε λοιπόν :

t∗0 = 1 + p01 · t1 + p00 · t0 = 1 +
1

3
· 3
4
+

2

3
· 0 = 1 +

1

3
· 3
4
=

13

9
.
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Συνεπώς,

T =
4

3
+ (n− 1) · 13

9

εʹ) Εδώ, µας ενδιαφέρει πίσω από ποια πόρτα ϐρίσκει το ποντίκι να ϕάει. Εποµένως, ορίζουµε
κατάλληλα τις εξής καταστάσεις :
Κατάσταση i: ‘ Το ποντίκι ϐρίσκει τυρί πίσω από την πόρτα i = 1, 2, 3 ’.
Κατάσταση 4: ‘ Το ποντίκι δε ϐρίσκει τυρί ’.

Η αντίστοιχη αλυσίδα Markov ϕαίνεται στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 2, Ερώτηµα ε΄.

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης :

P =


0 1/3

1/3
1/3

1/3 0 1/3
1/3

1/3
1/3 0 1/3

1/4
1/4

1/4
1/4


Εξήγηση µεταβάσεων:

• Από κάθε πόρτα έχει πιθανότητα 1/3 να επιλέξει την ίδια πόρτα και να µη ϐρει τυρί. Για
κάθε πόρτα διαφορετική της τωρινής, υπάρχει πιθανότητα 1/3 να επιλεγεί (και σίγουρα
πίσω της ϑα υπάρχει τυρί).

• P (∆ε ϑα ϐρει τυρί | ∆ε ϐρήκε τυρί πριν) = 1
4 (από την εκφώνηση).

• P (Θα ϐρει τυρί | ∆ε ϐρήκε τυρί πριν) = 1 − P (∆ε ϑα ϐρει τυρί | ∆ε ϐρήκε τυρί πριν) =
1− 1

4 = 3
4 = 1

4 + 1
4 + 1

4 (14 για κάθε πόρτα).

Υπάρχουν 7 διαδροµές µήκους 3 που ξεκινούν και καταλήγουν στην κατάσταση 1:

• 1→ 2→ 3→ 1 : Πιθανότητα 1
27

• 1→ 2→ 4→ 1 : Πιθανότητα 1
36

• 1→ 3→ 2→ 1 : Πιθανότητα 1
27

• 1→ 3→ 4→ 1 : Πιθανότητα 1
36

• 1→ 4→ 2→ 1 : Πιθανότητα 1
36

• 1→ 4→ 3→ 1 : Πιθανότητα 1
36

• 1→ 4→ 4→ 1 : Πιθανότητα 1
48

Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

2 · 1
27

+ 4 · 1
36

+
1

48
= 0.206.
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΄Ασκηση 3. Στο ταµείο της καφετερίας του Πανεπιστηµίου εργάζεται µόνο µία υπάλληλος. Λόγω
έλλειψης χώρου, επιτρέπει να σχηµατίσουν ουρά µπροστά της µόνοM ϕοιτητές. Αν ϕτάνοντας στην
ουρά κάποιος ϕοιτητής ϐρει µπροστά του M συµφοιτητές του (µαζί µε αυτόν που εξυπηρετείται
εκείνη τη στιγµή), ϕεύγει αµέσως. Κάθε λεπτό συµβαίνει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα γεγονότα :

• ΄Ενας νέος ϕοιτητής ϕτάνει µε πιθανότητα p,

• ένας ϕοιτητής ϕεύγει µε πιθανότητα kq, όπου k είναι ο αριθµός των ϕοιτητών στην καφετέρια,

• κανένας νέος ϕοιτητής δεν ϕτάνει ούτε υπάρχων ϕεύγει µε πιθανότητα 1− p− kq (αν υπάρχει
τουλάχιστον ένας ϕοιτητής στην καφετέρια) ή µε πιθανότητα 1− p (αν δεν υπάρχει).

αʹ) Αυτό το πρόβληµα µπορεί να µοντελοποιηθεί µέσω µιας στοχαστικής διαδικασίας γεννήσεως-
ϑανάτου. Ορίστε τις κατάλληλες καταστάσεις και δώστε το γράφηµα της αλυσίδας.

ϐʹ) Επισκέπτεστε την καφετέρια αφού αυτή είναι ανοιχτή για αρκετό χρόνο. Πόσους πελάτες
περιµένετε να ϐρείτε στην ουρά ;

Λύση.

αʹ) Θεωρία για διαδικασίες Γεννήσεως - Θανάτου:

• Καταστάσεις τοποθετηµένες σε σειρά η µία δίπλα στην άλλη.

• Μεταβάσεις µόνο από µία κατάσταση προς τη γειτονική της.

• Η γενική δοµή µιας σ.δ. Γεννήσεως - Θανάτου ϕαίνεται στο Σχήµα 4:

Σχήµα 4: Η γενική δοµή µιας σ.δ. Γεννήσεως - Θανάτου.

bi = P (Xn+1 = i+ 1 |Xn = i)→ πιθανότητα ‘γέννησης’ στην κατάσταση i.
di = P (Xn+1 = i− 1 |Xn = i)→ πιθανότητα ‘θανάτου’ στην κατάσταση i.

Εδώ, για να µοντελοποιήσουµε το πρόβληµα, µέσω µιας διαδικασίας Γεννήσεως-Θανάτου,
ορίζουµε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε τόσες καταστάσεις, όσοι οι ϕοιτητές (0, 1, 2, · · · ,M) σε
απόλυτη αντιστοιχία µε τη ϑεωρία όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5:

Σχήµα 5: Η σ.δ. Γεννήσεως - Θανάτου ϕοιτητών στην καφετέρια.
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ϐʹ) Εφόσον η καφετέρια είναι ανοιχτή για αρκετό χρόνο, χρειάζεται να υπολογίσουµε τις εξισώσεις
ισορροπίας για να ϐρούµε το µέσο αριθµό ϕοιτητών στην ουρά ο οποίος ϑα είναι ίσος µε

N =

M∑
i=0

i πi.

Γενικά, από τη ϑεωρία για σ.δ. Γεννήσεως - Θανάτου έχουµε για τις εξισώσεις ισορροπίας :

π bi = πi+1 di+1, i = 0, 1, . . . ,m− 1

Εδώ,

πip = πi+1(i+ 1)q, i = 0, 1, . . . ,M − 1

⇒ πi+1 =
p

q(i+ 1)
πi =

ρ

i+ 1
πi, αν ϑέσουµε ρ =

p

q

΄Εχουµε:

π1 =
ρ

1
π0

π2 =
ρ

2
π1 =

ρ

2

ρ

1
π0

π3 =
ρ

3
π2 =

ρ

3

ρ

2

ρ

1
π0

˙

˙

˙

πi =
ρi

i!
π0, i = 0, 1, . . . ,M − 1 (1)

΄Οµως,

1 = π0 + π1 + π2 + . . .+ πM

⇒ 1 = π0

(
1 +

ρ1

1!
+
ρ2

2!
+ · · ·+ ρM

M !

)
⇒ π0 =

1

1 + ρ1

1! +
ρ2

2! + · · ·+
ρM

M !

⇒ π0 =
1∑M

k=0
pk

k!

΄Αρα, αντικαθιστώντας το π0 στην (1) έχουµε:

πi =
ρi

i!∑M
k=0

ρk

k!

Εποµένως, ο µέσος αριθµός των ϕοιτητών στην ουρά µακροπρόθεσµα ϑα είναι :

N =

M∑
i=0

i πi = p

∑M−1
i=0

ρi

i!∑M
k=0

ρk

k!


