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1. Συνδιασπορά Τυχαίων Μεταβλητών:
Η συνδιασπορά δύο τυχαίων µεταβλητών X και X, συµβολίζεται ως : cov(X,Y ), και ορίζεται ως :

cov(X,Y ) = E[(X − E[X]) · (Y − E[Y ])]

Επίσης, ένας εναλλακτικός ορισµός της συνδιασποράς είναι ο ακόλουθος :

cov(X,Y ) = E[X · Y ]− E[X] · E[Y ]

Απόδειξη:

cov(X,Y ) = E
[
(X − E[X]) · (Y − E[Y ])

]
= E

[
X · Y −X · E[Y ]− Y · E[X] + E[X] · E[Y ]

]
=

E[X · Y ]− E[X] · E[Y ]− E[Y ] · E[X] + E[X] · E[Y ] = E[X · Y ]− E[X] · E[Y ]

1.1. Παρατηρήσεις

• Το πρόσηµο της συνδιασποράς περιέχει ένα σηµαντικό δείκτη της σχέσης των τυχαίων µετα-
ϐλητών X και Y .

• Μια ϑετική ή αρνητική συνδιασπορά µας δείχνει ότι οι τιµές των X − E[X] και Y − E[Y ]
τείνουν να έχουν ίδιο ή αντίθετο πρόσηµο σ΄ ενα συγκεκριµένο µοναδικό πείραµα. Οι παρα-
κάτω γραφικές παραστάσεις απεικονίζουν δύο γραφικά παραδείγµατα ϑετικής και αρνητικής
διασποράς, όπου οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες πάνω σε
ελλείψεις.

Σχήµα 1: Παραδείγµατα Θετικής και Αρνητικής Συνδιασποράς
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Χρήσιµες Ιδιότητες Συνδιασποράς

1. cov(X,Y ) = cov(Y,X)

2. cov(X,X) = var(X)

3. cov(X + Y,Z) = cov(X,Z) + cov(Y, Z)

4. cov(c ·X,Y ) = c · cov(X,Y )

1.2. Ασυσχέτιστες Τυχαίες Μεταβλητές

• ΄Οταν cov(X,Y ) = 0, οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ασυσχέτιστες.

• Αν δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες, τότε ϑα είναι και ασυσχέτιστες.

Απόδειξη:
΄Εχουµε ότι :

cov(X,Y ) = E[(X − E[X]) · (Y − E[Y ])] = E[(X − E[X])] · E[(Y − E[Y ])]

= (E[X]− E[X]) · (E[Y ]− E[Y ]) = 0

Οπότε οι τ.µ X και Y είναι ασυσχέτιστες.

• Προσοχή ! Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.
Εάν δύο τυχαίες µεταβλητές είναι ασυσχέτιστες, δεν είναι απαραίτητα ανεξάρτητες !

Παράδειγµα 1.2.1
΄Εστω Ϲεύγος τυχαίων µεταβλητών (X,Y ) που παίρνει τιµές (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1), κάθε µία
µε πιθανότητα p = 1/4. Εξετάζουµε αν οι τ.µ X και Y είναι ασυσχέτιστες και ανεξάρτητες.

Σχήµα 2: Γραφική παράσταση της κατανοµής των τ.µ Χ και Υ του παραδείγµατος 1.2.

Στο παραπάνω σχήµα παριστάνεται η κατανοµή των τυχαίων µεταβλητών X και Y .
΄Οπως παρατηρούµε, είναι συµµετρικές ως προς την αρχή των αξόνων.
Για τις µέσες τιµές των τ.µ X και Y ισχύει : E[X] = E[Y ] = 0.
Επιπλεόν, για κάθε Ϲεύγος (x, y), είτε x = 0, είτε y = 0. Οπότε συνεπάγεται ότι το γινόµενο
x · y = 0.
Εποµένως, η συνδιασπορά των τ.µ X και Y γίνεται :

cov(X,Y ) = E[(X − E[X]) · (Y − E[Y ])] = E[X · Y ]− E[X] · E[Y ] = 0
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΄Αρα, οι τ.µ X και Y είναι ασυσχέτιστες.

΄Οµως, δεν είναι ανεξάρτητες ! Για παράδειγµα, µια µη-µηδενική τιµή της X προσδιορίζει την
τιµή της Y στο µηδεν.

1.3. Συντελεστής Συσχέτισης Τυχαίων Μεταβλητών:

Συντελεστή συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών X και Y , συµβολίζουµε την ποσότητα: ρ(X,Y )
και ορίζουµε ως εξής :

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√

var(X) · var(Y )

1.3.1. Παρατηρήσεις

• Θεωρείται µια κανονικοποιηµένη µορφή της συνδιασποράς των τυχαίων µεταβλητώνX και Y .

• Το ρ παίρνει τιµές µεταξύ −1 και 1. ∆ηλαδή: ρ ∈ [−1, 1].

• ΄Οταν ρ > 0, οι τιµές X − E[X] και Y − E[Y ] τείνουν να έχουν το ίδιο πρόσηµο.

• ΄Οταν ρ < 0, οι τιµές X − E[X] και Y − E[Y ] τείνουν να έχουν αντίθετο πρόσηµο.

• Το µέγεθος του |ρ| παρέχει ένα κανονικοποιηµένο µέτρο του πόσο αυτό αληθεύει.

• ΄Οσο πιο κοντά ϐρίσκεται η τιµή του |ρ| στο 1, τόσο πιο έντονη γίνεται αυτή η τάση.

• Υποθέτοντας ότι οι X,Y έχουν ϑετικές διασπορές, αποδεικνύεται ότι ρ = 1 ή ρ = −1, αν και
µόνο αν υπάρχει µια ϑετική (ή αντίστοιχα αρνητική) σταθερά c ώστε :

Y − E[Y ] = c ·
(
X − E[X]

)
, ∀(x, y)

Παράδειγµα 1.3.1
Θεωρείστε n ανεξάρτητες ϱίψεις ενός νοµίσµατος µε πιθανότητα να έρθει κορώνα ίση µε p. ΄Εστω X
και Y ο αριθµός των κορώνων και των γραµµάτων, αντίστοιχα.
Να µελετηθεί η συσχέτιση των X και Y .

Λύση
Για κάθε Ϲευγάρι (x, y) έχουµε ότι : x+ y = n. Επειδή οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι διωνυ-
µικές µε παραµέτρους p και 1− p, αντίστοιχα, έχουµε:

E[X] + E[Y ] = n · p+ n · (1− p) = np+ n− np = n

Επίσης, ∀(x, y) έχουµε:

X − E[X] = −
(
Y − E[Y ]

)
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Για να υπολογίσουµε το συντελεστή συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών X και Y , ϑα πρέπει
πρώτα να ϐρούµε τη συνδιασπορά των X και Y .

cov(X,Y ) = E
[
(X − E[X]) · (Y − E[y])

]
= −E

[
(X − E[X]) · (X − E[X])

]
=

−E
[
(X − E[X])2

]
= −var(X)

Εποµένως, έχουµε:

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√

var(X) · var(Y )
=

−var(X)√
var(X) · var(X)

=
−var(X)√
var2(X)

= −1

2. Συσχέτιση τυχαίων µεταβλητών ( Correlation )

Ορισµός: Η συσχέτιση δύο τυχαίων µεταβλητών X και Y ορίζεται ως :

E[X · Y ] =

∫ +∞

−∞
x · y · fX,Y (x, y)dxdy

2.1. Παρατηρήσεις

• ∆ύο τυχαίες µεταβλητές X και Y λέγονται ορθογώνιες, αν η συσχέτισή τους είναι µηδενική,
δηλαδή αν: E[X · Y ] = 0.

• Προκύπτει ότι αν οι τυχαίες µεταβλητέςX και Y είναι στατιστικά ασυσχέτιστες, τότε οι τυχαίες
µεταβλητές X − µX και Y − µY , είναι ορθογώνιες.

2.2. Θεωρήµατα Συσχέτισης τυχαίων µεταβλητών

Θεώρηµα 1.
Αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι στατιστικά ασυσχέτιστες, τότε η διασπορά του αθροίσµατος
είναι ίση µε το άθροισµα των διασπορών των X και Y .

σ2X+Y = σ2X + σ2Y

Απόδειξη
Θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή Z = X + Y ⇔ µZ = µX + µY .
Η διασπορά της τ.µ Z ϑα είναι :

σ2Z = E
[
(Z − µZ)2

]
= E

[(
(X − µX) + (Y − µY )2

)]
=

E
[
(X − µX)2

]
+ 2E

[
X − µX

]
· E
[
Y − µY

]
+ E

[
(Y − µY )2

]
=

σ2X + σ2Y + cov(X,Y ) = σ2X + σ2Y , εφόσον Χ,Υ : ασυσχέτιστες

Θεώρηµα 2.
Αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ορθογώνιες τότε :

E[(X + Y )2] = E[X2] + E[Y 2]
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Απόδειξη
΄Εχουµε ότι :

E[(X + Y )2] = E[X2] + 2E[X · Y ] + E[Y 2] = E[X2] + E[Y 2], εφόσον οι τ.µ Χ,Υ είναι ορθογώνιες

Θεώρηµα 3.
Αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ασυσχέτιστες και η µέση τιµή της µιας τουλάχιστον είναι
µηδέν, τότε είναι ορθογώνιες.

Απόδειξη
Εφόσον οι τ.µ X και Y είναι ασυσχέτιστες, ϑα ισχύει : E[X · Y ] = E[X] · E[Y ].
Επίσης, είτε E[X] = 0 ή E[Y ] = 0⇒ E[X · Y ] = 0⇒ οπότε οι τ.µ X και Y είναι ορθογώνιες.

Ανισότητα Schwarz
Για δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y ισχύει η ακόλουθη ανισότητα:

(
E[X · Y ]

)2
≤ E[X2] · E[Y 2]

Απόδειξη
Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X − λY, λ ∈ R.
Και έστω P (λ) = E

[
(X − λY )2

]
∀λ ∈ R έχουµε:

0 ≤ P (λ) = E
[
(X − λY )2

]
= λ2 · E[Y 2] + E[X2]− 2 · λ · E[X · Y ] ⇔

λ2 · E[Y 2]− 2λ · E[X · Y ] + E[X2] = 0 ⇔

Βρίσκουµε την πρώτη παράγωγο ως προς λ:

P ′(λ) = 2λ · E[Y 2]− 2E[X · Y ]

Εξετάζουµε το πρόσηµο και της δεύτερης παραγώγου της P (λ):

P ′′(λ) = 2E[Y 2] > 0

Επειδή η δεύτερη παράγωγος είναι ϑετική, το τριώνυµο έχει τοπικό ελάχιστο. Μηδενίζοντας την
πρώτη παράγωγο, ϐρίσκουµε το ελάχιστο :

2λ · E[Y 2]− 2E[X · Y ] = 0 ⇔

λmin =
E[X · Y ]

E[Y 2]

Υπολογίζουµε την αντίστοιχη τιµή του τριωνύµου:

0 ≤ E[X2] +

(
E[X · Y ]

)2
E[Y 2]

− 2 · E[X · Y ]

E[Y 2]
· E[X · Y ] ⇔

0 ≤ E[X2]−

(
E[X · Y ]

)2
E[Y 2]

⇔(
E[X · Y ]

)2
≤ E[X2] · E[Y 2], Αποδείχθηκε
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3. Συνδιασπορά Αθροίσµατος Τυχαίων µεταβλητών
Μέσω της έννοιας της συνδιασποράς, µπορούµε να επεκτείνουµε την έννοια της διασποράς του α-
ϑροίσµατος τ.µ και σε αθροίσµατα µη- ανεξάρτητων τ.µ.
Εάν X1, X2, · · · , Xn, τ.µ µε πεπερασµένες διασπορές, έχουµε:

var(X1 +X2) = var(X1) + var(X2) + 2 · cov(X1, X2)

Στην γενικευµένη περίπτωση, έχουµε ότι :

var(X) = var
( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

var(Xi) + 2

n−1∑
i

n∑
j=i+1

cov(Xi, Xj)

Απόδειξη
Θέτουµε: X̃i = Xi − E[Xi]
΄Εχουµε:

var
( n∑

i=1

Xi

)
= E

[
(

n∑
i=1

X̃i)
2
]
= E

[ n∑
i=1

n∑
j=1

X̃iX̃j

]
=

n∑
i=1

n∑
j=1

E[X̃i · X̃j ] =

n∑
i=1

E[X̃2
i ] + 2

n∑
i=1

n∑
j=i+1

E[X̃i · X̃j ] =

n∑
i=1

var(Xi) + 2
n−1∑
i

n∑
j=i+1

cov(Xi, Xj), Αποδείχθηκε

Εφαρµογή
Θεωρήστε το πρόβληµα των καπέλων, όπου n άτοµα πετούν τα καπέλα τους σ’ενα κουτί και ακο-
λούθως ανασύρουν από ένα καπέλο στην τύχη. Να ϐρεθεί η διασπορά της τ.µ X, η οποία εκφράζει
τον αριθµό των ατόµων που ανασύρουν το δικό τους καπέλο.

Λύση
΄Εστω ότι X = X1 +X2 + · · ·+Xn.
Επίσης, έστω Xi: Η τυχαία µεταβλητή που παίρνει την τιµή 1, αν το i−οστό άτοµο ανασύρει το δικό
του καπέλο. ∆ιαφορετικά, παίρνει την τιµή 0.
Η τ.µ Xi ∼ Bernoulli, µε p = P (Xi = 1) = 1

n .
Η διασπορά της τ.µ Xi, var(Xi), ϑα είναι :

var(Xi) =
1

n
· (1− 1

n
)

Για να ϐρούµε τη διασπορά της τ.µ X, ϑα πρέπει πρώτα να υπολογίσουµε την συνδιασπορά των τ.µ
Xi και Xj .
΄Εχουµε:

cov(Xi, Xj) = E
[
(Xi − E[Xi]) · (Xj − E[Xj ])

]
= E[Xi ·Xj ]− E[Xi] · E[Xj ] =

P (Xi = 1 καιP (Xj = 1))− P (Xi = 1) · P (Xj = 1) =

P (Xi = 1) · P (Xj = 1|Xi = 1)− P (Xi = 1) · P (Xj = 1) =

1

n
· 1

n− 1
− 1

n2
=

1

n2(n− 1)
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Εποµένως, η διασπορά της τ.µ X υπολογίζεται από τον ακόλουθο τύπο:

var(X) = var
( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

var(Xi) + 2

n−1∑
i

n∑
j=i+1

cov(Xi, Xj) =

n · 1
n
· (1− 1

n
) + 2 · n(n− 1)

2
· 1

n2 · (n− 1)
= 1


