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1. Θεωρία: Η De-Moivre Laplace Προσέγγιση της ∆ιωνυµικής Κατανοµής

΄Εχουµε δεί ότι η διωνυµική τυχαία µεταβλητή Sn µε παραµέτρους n και p εκφράζεται ως το
άθροισµα n ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών Bernoulli, X11, · · · , Xn µε κοινή παράµετρο p, ως :
Sn = X1 + · · ·+Xn. Γνωρίζουµε ότι η µέση τιµή και η διασπορά ϑα είναι :

µ = E[Xi] = p

σ =
√
var(Xi) =

√
p(1− p)

Χρησιµοποιούµε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα για να προσεγγίσουµε την πιθανότητα του γεγονό-
τος : {k ≤ Sn ≤ `}, όπου k και ` είναι αριθµοί.
΄Εχουµε ότι :

{k ≤ Sn ≤ `} ⇔
k − n · p√
np(1− p)

≤ Sn − np√
np(1− p)

≤ `− np√
np(1− p)

Σύµφωνα µε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, η τ.µ Sn−np√
np(1−p)

ακολουθεί κανονική κατανοµή.

Οπότε έχουµε:

P ({k ≤ Sn ≤ `}) = P (
k − n · p√
np(1− p)

≤ Sn − np√
np(1− p)

≤ `− np√
np(1− p)

)

≈ Φ(
`− np√
np(1− p)

)− Φ(
k − np√
np(1− p)

)

όπου είναι το ολοκλήρωµα της standard PDF από το k στο `.
Στην πράξη, για λόγους προσέγγισης της P (Sn = k), ολοκληρώνουµε από το k− 1/2 ως το `+ 1/2.
Οπότε έχουµε:

Αν η Sn είναι διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους n, p, και το n είναι αρκετά µεγάλο,
και k, l µη-αρνητικές σταθερές, τότε :

P ({k ≤ Sn ≤ `}) = Φ(
`+ 1/2− np√
np(1− p)

)− Φ(
k − 1/2− np√
np(1− p)

)

Παράδειγµα 1.1
Αν η Sn είναι διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε n = 36, και p = 0.5, υπολογίστε την πιθανότητα:
P (Sn ≤ 21)

• Ακριβής Υπολογισµός :

P (Sn ≤ 21) =

21∑
k=0

(
36

k

)
· 0.5k · 0.536−k =

21∑
k=0

(
36

k

)
· 0.536 = 0.8785
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• De Moivre-Laplace Προσέγγιση:

P (Sn ≤ 21) = Φ(
21 + 0.5− 36 · 0.5√

36 · 0.5 · 0.5
) = Φ(

21.5− 18

3
) = Φ(1.17) = 0.879

΄Ασκηση 1.
Σύµφωνα µε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, αν Z = X1 + X2 + · · · + Xn, όπου οι τ.µ X1, · · · , Xn

είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και όµοια κατανεµηµένες µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2, η κα-
τανοµή της τ.µ Z προσεγγίζεται από την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή nµ και διασπορά nσ2.
∆ηλαδή η τ.µ Z−nµ

σ·
√
n

είναι µια τυπική κανονική κατανοµή: Z−nµ
σ·
√
n
∼ N(0, 1).

Ο µηχανικός της υπηρεσίας συστηµάτων και δικτύων του Υπολογιστικού Κέντρου του πανεπιστη-
µίου Κρήτης, ϑέλει να εκτιµήσει το ποσοστό p, των πακέτων πληροφορίας που ταξιδεύουν µέσα
από την οπτική ίνα που συνδέει την Κνωσσό µε τις Βούτες, τα οποία πακέτα είναι ψηφιακού video
(digital video disk (DVD). Ο µηχανικός γράφει ένα script, για να ελέγξει n = 1000 πακέτα, µετράει
το πλήθος Sn των DVD και χρησιµοποιεί τη σχέση: p̂ = Sn

1000 ως τον εκτιµητή του p. Κάθε πακέτο
είναι ένα DVD πακέτο µε πιθανότητα p, ανεξάρτητο από τα άλλα.
Να υπολογισθούν :

(α) Τι είδους τυχαία µεταβλητή είναι η Sn;

(ϐ) Βάσει του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος, ποια είναι η κανονική προσέγγιση για την τυχαία
µεταβλητή p̂ = Sn

1000 ;

(γ) Ποια είναι η πιθανότητα ο εκτιµητής p να κάνει λάθος λιγότερο από 2%;

(δ) Βρείτε τον αριθµό δ για τον οποίο ισχύει : P (p̂− p < δ) ≈ 0.99, όταν p = 0.5, και όταν p = 0.1.
∆ίνεται ότι : Φ(2.58) = 0.995.

Λύση

(α) Η τυχαία µεταβλητή Sn είναι της µορφής: Sn = X1 + · · · + X1000, όπου η Xi είναι Bernoulli
τυχαία µεταβλητή, µε Xi = 1, όταν το i-οστό πακέτο είναι DVD πακέτο.

Xi =

{
1, p

0, 1− p

Εποµένως, η Sn είναι διωνυµική µε παραµέτρους n = 1000 και p.

(ϐ) Η τυχαία µεταβλητή Sn έχει διασπορά n · p(1− p), var(Sn) = n · p(1− p).
Εποµένως, η τ.µ p̂ = Sn

n έχει διασπορά:

var(p̂) =
1

n2
var(Sn) =

1

n2
· n · p · (1− p) =

p(1− p)
n

και µέση τιµή:

E[p̂] =
E[Sn]

n
=
n · p
p

= p
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(γ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (|p̂− p| ≤ δ) = P (−δ ≤ p̂− p ≤ δ) = P
( −δ√

p(1−p)
n

≤ p̂− p√
p(1−p)
n

≤ δ√
p(1−p)
n

)

= P
(−δ · √n√

p(1−p)
n

≤ p̂− p√
p(1−p)
n

≤ δ ·
√
n√

p(1−p)
n

)

≈ Φ(
δ ·
√
n√

p(1− p)
)− Φ(

−δ ·
√
n√

p(1− p)
)

= Φ(
δ ·
√
n√

p(1− p)
)− 1 + Φ(

δ ·
√
n√

p(1− p)
)

= 2 · Φ(
δ ·
√
n√

p(1− p)
)− 1

• Για p = 0.05 , δ = 0.02 έχουµε:

P (|p̂− 0.5| ≤ 0.02) = 2 · Φ[
0.02 ·

√
1000√

0.5 · 0.5
]− 1 = 2 · Φ(1.265)− 1 ≈ 0.794 = 79.4%

• Για p = 0.1 , δ = 0.02 έχουµε:

P (|p̂− 0.1| ≤ 0.02) = 2 · Φ[
0.02 ·

√
1000√

0.1 · 0.9
]− 1 =≈ 0.965 = 96.5%

Παρατηρούµε ότι όσο πιο µικρό είναι το ποσοστό των πακέτων πληροφορίας, τόσο µεγαλύτερη είναι
η πιθανότητα ο εκτιµητής να κάνει λάθος λιγότερο από 2%.

(δ) ΄Εχουµε ότι :

2 · Φ(
δ
√
n√

p(1− p)
)− 1 = 0.99

Φ(
δ
√
n√

p(1− p)
) =

1.99

2

Φ(
δ
√
n√

p(1− p)
) = 0.995

Φ(
δ
√
n√

p(1− p)
) = Φ(2.58)

δ = 2.58 ·
√
p(1− p)

1000

• Για p = 0.5 , δ = 2.58 ·
√

0.5·0.5
1000 = 0.04

• Για p = 0.1 , δ = 2.58 ·
√

0.1·0.9
1000 = 0.0025
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΄Ασκηση 2.
Κατά τη διάρκεια της καλοκαιρινής πρακτικής άσκησής σας, εργάζεστε σ’ενα εργοστάσιο παραγωγής
µικρο-επεξεργαστών. Ο επιβλέπων σας, Ϲητά να εκτιµήσετε την ποιότητα της γραµµής παραγωγής,
δηλαδή την πιθανότητα p ένας µικρο-επεξεργαστής να µην είναι ελαττωµατικός. Υποθέτουµε ότι οι
µικρο-επεξεργαστές είναι καλοί µε την ίδια πιθανότητα p, και ανεξάρτητοι ο ένας από τον άλλο.

(α) Υποθέτοντας ότι τεστάρετε ένα σύνολο από επιλεγµένους µικρο-επεξεργαστές, ορίστε µια εκτι-
µήτρια Zn, για την παράµετρο p, ώστε η Zn να συγκλίνει στο p ως προς την πιθανότητα.
(ϐ) Ο επιβλέπων σας Ϲητά η εκτιµήτρια Zn, να ϐρίσκεται στη γειτονιά τιµών p± 0.1, µε πιθανότητα
0.95. Αρκεί να τεστάρετε 27 επιλεγµένους µικρο-επεξεργαστές για να ικανοποιήσετε αυτήν την
απαίτηση;
Χρησιµοποιήστε τόσο την ανισότητα Chebyshev, όσο και το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, για να
απαντήσετε στο ερώτηµα.

Λύση

(α) ΄Εστω Xi τ.µ. που χαρακτηρίζει την ποιότητα του i-οστού επεξεργαστή (0: για ελαττωµατικός, 1:
για µη-ελαττωµατικός). Οι Xi, i = 1, · · · , n είναι ανεξάρτητες Bernoulli τ.µ.
Η Zn ορίζεται ως :

Zn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n

Η ανισότητα του Chebyshev ορίζεται ως :

P (|Zn − p| ≥ ε) ≤
σ2

n · ε2
Οπότε έχουµε:

lim
n→∞

P (|Zn − p| ≥ ε) = 0,

∆ιότι το όριο :

lim
n→∞

σ2

n · ε2
= 0

Οπότε, αυτό σηµαίνει ότι η Zn συγκλίνει ως προς την πιθανότητα.

(ϐ)
Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Chebyshev:
Κάνοντας χρήση της ανισότητας Chebyshev, µπορούµε να δείξουµε ότι πρέπει να τεστάρουµε πε-
ϱισσότερους από 500 µικρο-επεξεργαστές.
Εφόσον η διασπορά µιας Bernoulli τ.µ είναι : p · (1− p), ισχύει ότι : σ2 ≤ 1

4 .
Εποµένως, για n ≥ 500 έχουµε:

P
(∣∣∣X1 + · · ·+Xn

n
− p
∣∣∣ ≥ 0.1

)
≤ σ

n · 0.12
=

1/4

500 · 0.01
= 0.05

Παρ΄ όλα αυτά, χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Chebyshev δε µπορούµε να πούµε αν λιγότεροι
από 500 µικρο-επεξεργαστές επαρκούν για το τεστ, µιας και δε γνωρίζουµε τη διασπορά. Αν για
παράδειγµα η διασπορά είναι µικρή, το οποίο µπορεί να συµβεί όταν το p είναι αρκετά µικρό, 27
µικρο-επεξεργαστές ϑα µπορούσαν να επαρκούν στην πράξη. Συνεπώς, η απάντηση στο ερώτηµα
είναι : “εξαρτάται”!
Χρησιµοποιώντας το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα έχουµε:

Καθώς n→∞, η Zn = X1+X2+···+Xn
n , συµπεριφέρεται σαν κανονικά κατανεµηµένη µε µέση τιµή:

E[Zn] =
n · p
n

= p

και διασπορά:

var(Zn) =
1

n2
· p · (1− p) · n =

p · (1− p)
n

=
σ2

n
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Θέλουµε να ϐρούµε τέτοιο n ώστε :

P
(
p− 0.1 ≤ Zn ≤ p+ 0.1

)
≥ 0.95 ⇔

P
(
− 0.1 ≤ Zn − p ≤ 0.1

)
≥ 0.95 ⇔

P
( −0.1

σ/
√
n
≤ Zn − p

σ/
√
n
≤ 0.1

σ/
√
n

)
≥ 0.95 ≈ Φ

( 0.1

σ/
√
n

)
− Φ

( −0.1

σ/
√
n

)
= 2 · Φ

( 0.1

σ/
√
n

)
− 1

Στη χειρότερη περίπτωση, η διασπορά τηςXi είναι µεγάλη, οπότε απαιτούνται περισσότερα δείγµατα
n για να ικανοποιήσουµε το κριτήριο.
Μέγιστη διασπορά έχουµε για p = 1

2 ⇔ σ2 = p · (1− p) = 1
2 · (1−

1
2) = 1

4
΄Αρα, στη χειρότερη περίπτωση έχουµε:

P (P − 0.1 ≤ Zn ≤ p+ 0.1) ≥ 0.95 ⇔

2 · Φ
( 0.1

σ/
√
n

)
− 1 = 0.95

2 · Φ
(0.1 ·

√
n

1/2

)
− 1 = 0.95

2 · Φ
(

0.2 ·
√
n
)
− 1 = 0.95

Φ
(

0.2 ·
√
n
)

= 0.9750

Φ
(

0.2 ·
√
n
)

= Φ(1.96)

0.2 ·
√
n = 1.96
√
n = 9.8⇔ n = 96.04

Εποµένως, χρειαζόµαστε περισσότερες από 96 προσπάθειες. n ≥ 96

΄Ασκηση 3.
Ψηφοφόροι κάποιας περιφέρειας ψήφισαν για έναν από τους υποψηφίους Α και Β. Η αρχική
καταµέτρηση έδειξε ότι ο υποψήφιος Β προηγείται του Α, κατά 537 ψήφους. ΄Οµως, υπάρχουν
25.600 ψηφοδέλτια τα οποία εκκρεµούν στο εκλοδικείο και δεν έχουν καταχωρηθεί σε κανέναν από
τους δύο υποψηφίους. Υποθέστε ότι τελικά και τα 25.600 ψηφοδέλτια, ϑα ϐρεθούν έγκυρα και ϑα
αποδοθούν ισοπίθανα στους δύο υποψηφίους, κάθε ένα ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα. ΄Εστω X και
Y το πλήθος των ψηφοδελτίων (από τα 25.600) που ϑα αποδοθούν στους Α και Β αντίστοιχα.

(α) Τι είδους µεταβλητή είναι η X;
(ϐ) Να ϐρεθούν η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ X.
(γ) Είναι οι τ.µ X και Y ανεξάρτητες;
(δ) Από τη στιγµή που και οι 25.600 ψήφοι προσµετρηθούν στο τελικό αποτέλεσµα, ποια είναι η
µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ Z = X + Y , του καθαρού κέρδους του υποψηφίου A στην
ψηφοφορία·
(ε) Από τη στιγµή που και οι 25.600 ψήφοι προσµετρηθούν στο τελικό αποτέλεσµα, χρησιµοποιήστε
το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα για να ϐρείτε την πιθανότητα: ¨Να κερδίσει ο Β την εκλογή¨.
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Λύση

(α) Η τυχαία µεταβλητή X είναι διωνυµική µε παραµέτρους : (n, p) = (25.600, 1/2)

(ϐ) Η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ X γίνονται :

E[X] = n · p = 25.600 · 1

2
= 12.800

και :

var(X) = n · p2 = 25.600 · (1

2
)2 = 6.400

(γ) ΄Εχουµε ότι : X + Y = 25.600⇒ ΄Αρα, οι τ.µ X,Y δεν µπορούν να είναι ανεξάρτητες.

(δ) ΄Εχουµε ότι : Z = X + Y . ΄Οµως: X + Y = 25.600⇒ Y = 25.600−X.

Η µέση τιµή της τ.µ Z γίνεται :

E[Z] = E[X]− E[Y ] = E[X]− E[25.600−X] = 2 · E[X]− 25.600 = 2 · 12.800− 25.600 = 0

Για τη διασπορά της τ.µ Z έχουµε:

var(Z) = var(X − Y ) = var(X − 25.600 +X) = var(2X − 25.600) = 4 · var(X) = 4 · 6.400 = 25.600

(ε) Η Z µπορεί να προσεγγιστεί από µια κανονική τ.µ µε Z ∼ N(0, 25.600). Σύµφωνα µε το
Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, η πιθανότητα γίνεται :

P (“Ο Β κερδίζει”) = P (Z ≤ 536) ≈ Φ
( 536− 0√

25.600

)
= Φ(3.35) ≈ 0.9996


