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Μεθοδολογία κανονικής προσέγγισης ϐασισµένης στο Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα:

΄Εστω
Sn = X1 +X2 + . . .+Xn

όπου Xi ανεξάρτητες όµοια κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2.
Αν το πλήθος n είναι µεγάλο, η πιθανότητα P (Sn ≤ c) µπορεί να προσεγγιστεί ϑεωρώντας την τ.µ.
Sn κανονική σύµφωνα µε την ακόλουθη διαδικασία :

1. Υπολογίζουµε τη µέση τιµή nµ και τη διασπορά nσ2 της Sn.

2. Υπολογίζουµε την ανιγµένη τιµή z = c−nµ
σ
√
n
.

3. Χρησιµοποιούµε την προσέγγιση P (Sn ≤ c) ≈ Φ(z), όπου Φ(z) είναι διαθέσιµη σε πίνακες.

΄Ασκηση 1.

΄Εστω X1, X2, . . . , X16 και Y1, Y2, . . . , Y16 ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, οµοιόµορφα κατανεµη-
µένες στο διάστηµα [0, 1]. Ορίζουµε :

W =
(X1 +X2 + . . .+X16)− (Y1 + Y2 + . . .+ Y16)

16

Υπολογίστε την πιθανότητα:
P (|W − E[W ]| < 0.001)

Λύση.

Η τ.µ. W µπορεί να γραφεί ως εξής :

W =
1

16

16∑
i=1

(Xi − Yi) =
1

16

16∑
i=1

Zi, όπου Zi = Xi − Yi.

΄Εχουµε ότι

E[Zi] = E[Xi − Yi] = E[Xi]− E[Yi] =
1

2
− 1

2
= 0.

Η µέση τιµή της τ.µ. W είναι

E[W ] = E[
1

16

16∑
i=1

Zi] =
1

16

16∑
i=1

E[Zi] = 0.

΄Εχουµε λοιπόν

P (|W − E[W ]| < 0.001) = P (|W | < 0.001) = P (−0.001 < W < 0.001)

Μπορούµε να κάνουµε χρήση του Κ.Ο.Θ. καθώς η τ.µ. W εκφράζεται ως το άθροισµα 16 ανεξάρ-
τητων και όµοια κατανεµηµένων τ.µ. Zi.

Υπενθύµιση:
Για οµοιόµορφες τ.µ. στο διάστηµα [a, b] ισχύει

µ = a+b
2 , var = 1

12(b− a)2
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Υπολογίζουµε τώρα και τη διασπορά:

var(Zi) = var(Xi − Yi) = var(Xi) + var(−Yi) = var(Xi) + var(Yi)

=
(1− 0)2

12
+

(1− 0)2

12
=

1

12
+

1

12
=

2

12
=

1

6

και

var(W ) = var(
1

16

16∑
i=1

Zi) =
1

162

16∑
i=1

var(Zi) =
1

162
· 16 · 1

6
=

1

16
· 1

6
.

΄Αρα τελικά:

P (−0.001 < W < 0.001) = P

−0.001− 0√
1
16 ·

1
6

<
W − 0√

1
16 ·

1
6

<
0.001− 0√

1
16 ·

1
6


= P

(
−0.001

1√
6
· 1

4

<
W

1√
6
· 1

4

<
0.001
1√
6
· 1

4

)

= P (−0.004
√

6 <
W

1√
6
· 1

4

< 0.004
√

6)

= Φ(0.004
√

6)− Φ(−0.004
√

6)

= Φ(0.004
√

6)− (1− Φ(0.004
√

6))

= 2Φ(0.004
√

6)− 1.

΄Ασκηση 2.

Σε µία παραλλαγή του παιχνιδιού blackjack που προσφέρεται από ένα καζίνο, για κάθε ευρώ που
ποντάρει ένας παίκτης σε µία παρτίδα, το µέσο κέρδος είναι −0.0029€ και η τυπική απόκλιση είναι
1.1418€. ΄Εστω ότι ο παίκτης ποντάρει 100€ σε κάθε παρτίδα, ανεξάρτητα από παρτίδα σε παρτίδα.

αʹ) Ποιο είναι το µέσο κέρδος του παίκτη µετά από 1000 παρτίδες ;

Το µέσο ‘κέρδος’ του παίχτη µετά από 1000 παρτίδες είναι

1000× 100× (−0.0029)€ = −290€.

ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα, υπολογίστε την πιθανότητα ότι ο παίκτης κερ-
δίζει µετά από 1000 παρτίδες. Χρησιµοποιήστε ότι Φ(0.0803) = 0.5321.

Το κέρδος του παίκτη µετά από 1000 παρτίδες µπορεί να εκφραστεί ως το άθροισµα

S = X1 +X2 + . . .+X1000

όπου Xi είναι το κέρδος στην i-οστή παρτίδα. Από την εκφώνηση έχουµε ότι :

E[Xi] = 100× (−0.0029) = −0.29

var(Xi) = 1002 × 1.14182

Συνεπώς,
E[S] = 1000× E[Xi] = −290

σs
2 = var(S) = 1000× var(Xi) = 1000× 1002 × 1.14182

⇒ σs =
√

1000× 114.18 = 3610.
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Και τελικά,

P (S > 0) = 1− P (S ≤ 0)

= 1− P (
S + 290

3610
≤ 290

3610
)

= 1− Φ(0.0803)

= 1− 0.5321 = 0.4679.

γʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα ο παίκτης να κερδίζει περισσότερα από 1000 ευρώ µετά από 1000
παρτίδες. Χρησιµοποιήστε ότι Φ(0.3573) = 0.6398.

΄Εχουµε

P (S > 1000) = 1− P (S ≤ 1000)

= 1− P (
S + 290

3610
≤ 1000 + 290

3610
= 1− Φ(0.3573)

= 1− 0.6398

= 0.3602.

δʹ) Πόσες παρτίδες n πρέπει να παίξει ένας παίκτης, ώστε η πιθανότητα να κερδίζει µετά από n
παρτίδες να είναι 0.4; Χρησιµοποιήστε ότι Φ(0.253) = 0.6.

Τώρα, το κέρδος του παίχτη µετά από n παρτίδες εκφράζεται ως το άθροισµα

Sn = X1 +X2 + . . .+Xn

και Ϲητάµε να ισχύει
P (Sn > 0) = 0.4.

΄Εχουµε για τη µέση τιµή και τη διασπορά:

E[Sn] = E[Xi]× n = −0.29× n, var(Sn) = var(Xi)× n = 1002 × 1.14182 × n

Και τελικά:

P (Sn > 0) = 1− P (Sn ≤ 0)

= 1− P (
Sn + 0.29n

114.18
√
n
≤ 0.29n

114.18
√
n

) = 0.4

⇒ 1− Φ(
0.29n

114.18
√
n

) = 0.4

⇒ Φ(
0.29n

114.18
√
n

) = 0.6 = Φ(0.253)

⇒ 0.29n

114.18
√
n

= 0.253

⇒ n = 9923 παρτίδες.
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΄Ασκηση 3.

∆ύο τύποι µεταφορικών µέσων πηγαίνουν από την πλατεία Ελευθερίας στις Βούτες : ταξί και λε-
ωφορεία. Οι χρόνοι µεταξύ διαδοχικών αφίξεων των ταξί στην πλατεία (σε λεπτά της ώρας) είναι
ανεξάρτητες τ.µ. εκθετικά κατανεµηµένες µε παράµετρο λ1, ενώ οι χρόνοι µεταξύ διαδοχικών αφί-
ξεων των λεωφορείων είναι ανεξάρτητες τ.µ. εκθετικά κατανεµηµένες µε παράµετρο λ2. Υποθέτουµε
ότι δύο συµφοιτητές, ο Γιάννης και ο Χάρης, ϕτάνουν στην πλατεία Ελευθερίας στις 7:00 το πρωί
µε προορισµό τις Βούτες.

αʹ) Ποια είναι η µέση τιµή του χρονικού διαστήµατος µέχρι να δουν το πρώτο µεταφορικό µέσο
να ϕτάνει στην πλατεία ;

Εφόσον οι αφίξεις συµβαίνουν σε συνεχή χρόνο και οι χρόνοι µεταξύ διαδοχικών αφίξεων
είναι εκθετικά κατανεµηµένοι, µιλάµε για στοχαστικές διαδικασίες Poisson µε παραµέτρους
λ1 για τα ταξί και λ2 για τα λεωφορεία αντίστοιχα. Η συνολική σ.δ. µε την οποία καταφθάνουν
τα µεταφορικά µέσα στην πλατεία ϑα είναι Poisson µε ϱυθµό λ1 + λ2 (από ϑεωρία). Χρησι-
µοποιώντας την ιδιότητα της έλλειψης µνήµης, συµπεραίνουµε ότι ο χρόνος από τις 7:00 ως
την πρώτη άφιξη µεταφορικού µέσου ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ1 + λ2.
΄Αρα, το χητούµενο µέσο χρονικό διάστηµα ϑα είναι

1

λ1 + λ2
.

(Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο χρόνος T1 ως την πρώτη άφιξη σε σ.δ. Poisson είναι µια
εκθετική τ.µ. µε παράµετρο λ και µέση τιµή E[T1] = 1

λ .)

ϐʹ) Ποιο είναι το µέσο πλήθος των ταξί που ϕτάνουν στην πλατεία µεταξύ 7:10 και 7:35;

Μας Ϲητείται ο µέσος αριθµός αφίξεων ταξί σε χρονικό διάστηµα µήκους τ = 25 λεπτών. Από
τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι η συγκεκριµένη τ.µ. ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο
τλ1 = 25λ1 . Συνεπώς, το µέσο πλήθος είναι 25λ1 ταξί.

γʹ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι ακριβώς 3 λεωφορεία ϕτάνουν στην πλατεία στη διάρκεια ενός
χρονικού διαστήµατος διάρκειας 10 λεπτών ;

Εφόσον και πάλι µας Ϲητείται η πιθανότητα αριθµού αφίξεων σε συγκεκριµένου χρονικό διά-
στηµα, οι αφίξεις αυτές ϑα ακολουθούν και εδώ κατανοµή Poisson.
΄Εστω N10 το πλήθος των λεωφορείων που ϕτάνουν στην πλατεία σε διάρκεια 10 λεπτών. Τότε
N10 ∼ Poisson(10λ2).
Συνεπώς,

PN10(3) = P (3, 10) =
(10λ2)3e−10λ2

3!
.

δʹ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι το πρώτο µεταφορικό µέσο που ϑα δουν είναι ταξί και ποια η
πιθανότητα ότι ϑα είναι λεωφορείο ;

Από τις ιδιότητες συγχώνευσης / διαίρεσης για σ.δ Poisson έχουµε:

P (πρώτο όχηµα ταξί) =
λ1

λ1 + λ2

P (πρώτο όχηµα λεωφορείο) =
λ2

λ1 + λ2
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Για τα ταξί/λεωφορεία, οι χρόνοι της διαδροµής έως τις Βούτες (σε λεπτά της ώρας) είναι ανεξάρτητες
τ.µ. εκθετικά κατανεµηµένες µε παράµετρο µ1/µ2 αντίστοιχα.

ε΄) Υποθέτουµε ότι οι δύο ϕίλοι ϕτάνουν στην πλατεία στις 7:00, παίρνουν το πρώτο µεταφορικό
µέσο που περνάει προς τις Βούτες και ϕτάνουν στο Πανεπιστήµιο X λεπτά µετά τις 7:00.
Υπολογίστε τη µέση τιµή της X, καθώς και τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της X.

΄Εχουµε X = W + D, όπου W είναι το χρονικό διάστηµα ως την άφιξη του πρώτου µε-
ταφορικού µέσου και D είναι ο χρόνος της διαδροµής ως τις Βούτες. Προφανώς,

W ∼ exp(λ1 + λ2)

D/ταξί ∼ exp(µ1)

D/λεωφ. ∼ exp(µ2)

΄Εχουµε για τη µέση τιµή :

E[X] = E[W +D]

= E[W ] + E[D]

= E[W ] + P (ταξί) · E[D/ταξί] + P (λεωφ.) · E[D/λεωφ.]

=
1

λ1 + λ2
+

λ1

λ1 + λ2
· 1

µ1
+

λ2

λ1 + λ2
· 1

µ2

=
1

λ1 + λ2
·
(

1 +
λ1

µ1
+
λ2

µ2

)
Υπενθύµιση:

Θεώρηµα Ολικής Μέσης Τιµής
Αν A1, A2, . . . , An µια διαµέριση του Ω

E[X] =
∑n

i=1 P (Ai) · E[X/Ai]και για τη ϱοπογεννήτρια :

MX(s) = MW+D(s)

= MW (s) ·MD(s)

= MW (s) · (P (ταξί) ·MDT
(s) + P (λεωφ.) ·MDΛ

(s))

=
λ1 + λ2

λ1 + λ2 − s
·
(

λ1

λ1 + λ2
· µ1

µ1 − s
+

λ2

λ1 + λ2
· µ2

µ2 − s

)
=

1

λ1 + λ2 − s
·
(
λ1µ1

µ1 − s
+

λ2µ2

µ2 − s

)
Υπενθύµιση:

Ροπογεννήτρια εκθετικής τ.µ. µε παράµετρο λ
M(s) = λ

λ−s

στ΄) Υποθέτουµε ότι ένα ταξί και ένα λεωφορείο ϕτάνουν ακριβώς την ίδια στιγµή στην πλατεία. Ο
Γιάννης µπαίνει στο ταξί ένω ο Χάρης µπαίνει στο λεωφορείο. ΄Εστω Y το χρονικό διάστηµα
από την αναχώρησή τους από την πλατεία έως τη στιγµή που συναντιούνται ξανά στις Βούτες.
Υπολογίστε τη µέση τιµή της Y .

Y = Y1 + Y2, όπου Y1 = min(DT , DΛ) είναι ο χρόνος της διαδροµής του οχήµατος που
ϕτάνει πρώτο στις Βούτες και Y2 είναι ο επιπλέον χρόνος από την άφιξη του πρώτου οχήµατος
έως την άφιξη και του δεύτερου οχήµατος.
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Προφανώς,

Y1 ∼ exp(µ1 + µ2) (Συγχωνευµένη σ.δ. χρόνου διαδροµής για λεωφ./ταξί)

Y2/DT < DΛ ∼ exp(µ2) (Το λεωφορείο ϕτάνει 2ο)

Y2/DT > DΛ ∼ exp(µ1) (Το ταξί ϕτάνει 2ο)

Συνεπώς,

E[Y ] = E[Y1] + E[Y2]

= E[Y1] + P (DT < DΛ) · E[Y2/DT < DΛ] + P (DT > DΛ) · E[Y2/DT > DΛ]

=
1

µ1 + µ2
+

µ1

µ1 + µ2
· 1

µ2
+

µ2

µ1 + µ2
· 1

µ1

=
1

µ1 + µ2
·
(

1 +
µ1

µ2
+
µ2

µ1

)
Υπάρχουν δύο είδη λεωφορείων : τα εξπρές και τα κανονικά. Κάθε λεωφορείο που ϕτάνει στην
πλατεία είναι εξπρές µε πιθανότητα p και κανονικό µε πιθανότητα 1− p.

Ϲ΄) Αν οι δύο ϕίλοι περιµένουν στην πλατεία συζητώντας για 20 λεπτά, πόσα εξπρές λεωφορεία
ϑα περάσουν κατά µέσο όρο ;

Τα εξπρές λεωφορεία περνούν σύµφωνα µε µία Poisson σ.δ. µε ένταση pλ2. Συνεπώς, το
πλήθος που περνά σε 20 λεπτά είναι Poisson τ.µ. µε παράµετρο 20pλ2 και µέση τιµή 20pλ2.

η΄) Αν ξεχαστούν συζητώντας, ποια είναι η πιθανότητα ότι ϑα περάσουν από µπροστά τους k εξ-
πρές λεωφορεία πριν περάσουν k κανονικά ;

Το Ϲητούµενο γεγονός είναι να περάσουν k ή περισσότερα εξπρές λεωφορεία και το πολύ
k − 1 κανονικά, από συνολικά k + k − 1 = 2k − 1 λεωφορεία, δηλαδή:

2k−1∑
i=k

(
2k − 1

i

)
pi(1− p)2k−1−i.

(Ουσιαστικά έχουµε αριθµό επιτυχιών k σε n ανεξάρτητες δοκιµές. Αυτή η τ.µ. είναι ∆ιωνυ-
µική µε παραµέτρους p, n και σ.π.π:

p(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

Εδώ, έχουµε άθροισµα ∆ιωνυµικών, γιατί το k δεν είναι σταθερό.)


