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΄Ασκηση 1.

Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε έξι καταστάσεις S0, S1, · · · , S5 περιγράφεται από τον ακόλουθο πίνακα
πιθανοτήτων µετάβασης :

P =



0 1/3 0 1/3 0 1/3
0 1 0 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 1/4 1/4 1/2 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 0 0 1


∆ώστε το γράφηµα της αλυσίδας. ∆εδοµένου ότι το σύστηµα ξεκινά από την κατάσταση S0, υπολο-
γίστε την πιθανότητα ότι :

(α) Το σύστηµα επισκέπτεται την S2 για πρώτη ϕορά τη χρονική στιγµή k.
(ϐ) Το σύστηµα δεν επισκέπτεται ποτέ την S4.
(γ) Το σύστηµα επισκέπτεται την S2 και κατόπιν την εγκαταλείπει αµέσως την επόµενη χρονική
στιγµή.
(δ) Το σύστηµα επισκέπτεται την S1 για πρώτη ϕορά σε χρόνο n = 3.
(ε) Το σύστηµα ϐρίσκεται στην S3 αµέσως µετά την n-οστή χρονική στιγµή.

Λύση

Το γράφηµα της αλυσίδας παριστάνεται στο παρακάτω σχήµα:

Σχήµα 1: Μαρκοβιανη Αλυσίδα ΄Ασκησης 1.

(α) Θεωρούµε το ενδεχόµενο Ak : ¨Το σύστηµα επισκέπτεται την S2 για πρώτη ϕορά τη χρονική
στιγµή k¨.
Για να εµφανισθεί το Ak ϑα πρέπει να επισκεφθεί την S3 τη χρονική στιγµή 0, να µείνει για τις
επόµενες k − 2 και τελικά να επισκεφθεί την S2 τη χρονική στιγµή k.
Εποµένως έχουµε:

P (Ak) = P03 · P k−2
33 · P32 =

1

3
·
(1
4

)k−2
· 1
4
=

1

3
·
(1
4

)k−1
, k = 2, 3, · · ·
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(ϐ) Θεωρούµε το ενδεχόµενο Α :¨Το σύστηµα δεν επισκέπτεται ποτέ την S4¨. Μπορούµε να το
πετύχουµε µε τρεις τρόπους.

• 1ος τρόπος : Μετάβαση από το S0 στο S1
Η αντίστοιχη πιθανότητα µετάβασης είναι : 1/3.

• 2ος τρόπος : Μετάβαση από το S0 στο S5
Η αντίστοιχη πιθανότητα µετάβασης είναι : 1/3.

• 3ος τρόπος : Το Α εµφανίζεται εάν η πρώτη µετάβαση είναι από το S0 στο S3 και µετά στο S2.
Η πιθανότητα µετάβασης από το S0 στο S3 είναι : 1/3.
∆εδοµένου ότι πραγµατοποιείται αυτή η µετάβαση, η πιθανότητα να επισκεφθεί την S2 είναι :

1/4
1/4+1/2 = 1/3

Συνολικά: Η πιθανότητα µετάβασης από το S0 στο S3 και µετά στο S2 είναι : 1
3 ·

1
3 = 1

9 .

Εποµένως, η Ϲητούµενη πιθανότητα: ¨Να µην επισκέπτεται ποτέ την S4¨ είναι :

P (A) =
2

3
+

1

9
=

7

9

(γ) ΄Εστω Β: ¨Το ενδεχόµενο το σύστηµα να επισκέπτεται την S2 και να την εγκαταλείπει την αµέσως
επόµενη χρονική στιγµή¨.
Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (B) = P
(
επίσκεψη στην S2

)
· P
(
εγκαταλείπει την S2

/
ϐρίσκεται στην S2) =( ∞∑

k=2

P (Ak)
)
· 1
2
=
∞∑
k=2

1

3
·
(1
4

)k−1
· 1
2
=

1

6
·
+∞∑
k=2

(1
4

)k−1
=

1

6
· 1/4

1− 1/4
=

1

18

(δ) Για να επισκέπτεται το σύστηµα την S1 για πρώτη ϕορά σε χρόνο n = 3, ϑα πρέπει να γίνουν οι
µεταβάσεις :

S0 → S3 → S2 → S1

Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (επισκέπτεται το S1 για πρώτη ϕορά για t = 3) = p03 · p32 · p21 =
1

3
· 1
4
· 1
2
=

1

24

(ε) Θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα του ενδεχοµένου: ¨Το σύστηµα ϐρίσκεται στη κατά-
σταση S3 αµέσως µετά τη n-οστή χρονική στιγµή¨.

P (επίσκεψη στο S3 αµέσως µετά τη χρονική στιγµή N) =

P (επισκέπτεται το S3 τη χρονική στιγµή 1 και µένει για τις επόµενες Ν-1 στιγµές) =

1

3
·
(1
4

)n−1
, n = 1, 2, 3, · · ·
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΄Ασκηση 2.

Η Μαρία έχει δύο κέρµατα. Το κέρµα Α ϕέρνει κεφαλή (Κ) µε πιθανότητα a, ενώ το κέρµα Β
ϕέρνει κεφαλή µε πιθανότητα b. Αν στην n-στή ϱίψη η Μαρία ϕέρει κεφαλή, στη (ν+1)-στή ϱίψη
ϑα χρησιµοποιήσει το κέρµα Α, αλλιώς ϑα χρησιµοποιήσει το κέρµα Β. Ορίστε τις καταστάσεις µιας
Μαρκοβιανής αλυσίδας που περιγράφει πλήρως την εξέλιξη αυτού του πειράµατος, υπολογίστε τις
πιθανότητες µετάβασης, δώστε το γράφηµα, και υπολογίστε την οριακή κατανοµή της αλυσίδας.
Ποια είναι η πιθανότητα ότι η k-στή ϱίψη ϑα ϕέρει κεφαλή, για αρκετά µεγάλο k;

(α) Να δώσετε τις καταστάσεις της αλυσίδας Markov που περιγράφει το πείραµα, το γράφηµα της
αλυσίδας και καθώς και τις πιθανότητες µεταβάσης και την οριακή κατανοµή της πιθανότητας.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι στην k-οστή ϱίψη ϑα ϕέρει κεφαλή, για k αρκετά µεγάλο.
Λύση

(α) Για να µοντελοποιήσουµε το σύστηµά µας χρησιµοποιώντας µια Μαρκοβιανή αλυσίδα, ορίζουµε
τις καταστάσεις :

• Η: ¨Κεφαλή¨

• Τ: ¨Γράµµατα¨

Οπότε, οι αντίστοιχες πιθανότητες µετάβασης ϑα είναι :

pHH = α, pHT = 1− α, pTH = b, pTT = 1− b

Η Μαρκοβιανή αλυσίδα του συστήµατος περιγράφεται στο παρακάτω σχήµα:

Σχήµα 2: Μαρκοβιανη Αλυσίδα ΄Ασκησης 2.

(ϐ) Ζητούµε την πιθανότητα του ενδεχοµένου: ¨Στην k-οστή ϱίψη να ϕέρει κεφαλή για µεγάλο k¨.

Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις ισορροπίας έχουµε:

pHT · πH = pTH · πT ,

όπου:
πH : είναι η πιθανότητα µόνιµης κατάστασης (steady state) όπου η αλυσίδα ϐρίσκεται στην κατά-
σταση Η, και :
πT : είναι η πιθανότητα µόνιµης κατάστασης (steady state) όπου η αλυσίδα ϐρίσκεται στην κατά-
σταση Τ.

Οπότε έχουµε:

(1− α) · πH = b · πT ⇔
πH = α · πH + b · πT

Επίσης,

πT = (1− α) · πH + (1− b) · πT
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Και :

πH + πT = 1

Εποµένως έχουµε:

πH =
b

(1− α+ b)

΄Ασκηση 3.

∆ύο εταιρίες ανταγωνίζονται η µια την άλλη στην αγορά αναψυχτικών.

• Αν κάποια χρονιά έχουν τον ίδιο προϋπολογισµό για διαφήµιση, υπάρχει 50% πιθανότητα ότι
ϑα έχουν τον ίδιο προϋπολογισµό την επόµενη χρονιά.

• Αν δεν έχουν τον ίδιο προϋπολογισµό, υπάρχει ίση πιθανότητα ότι κάποια από τις δύο εταιρίες
ϑα ξοδέψει περισσότερα.

• Αν η πρώτη εταιρία ξοδέψει περισσότερα την πρώτη χρονιά, την επόµενη χρονιά η άλλη εταιρία
ϑα ξοδέψει περισσότερα µε πιθανότητα 2/3, ενώ ϑα ξοδέψουν το ίδιο µε πιθανότητα 1/3.

(α) Να µοντελοποιηθεί το σύστηµα µε Μαρκοβιανή αλυσίδα.

(ϐ) Ποια είναι η οριακή πιθανότητα ότι σε ένα χρόνο, στο απώτερο µέλλον οι δυο εταιρίες ϑα έχουν
ίδιους προϋπολογισµούς διαφήµισης;

Λύση

(α) Η Μαρκοβιανή αλυσίδα του συστήµατος απεικονίζεται στο παρακάτω σχήµα:

Σχήµα 3: Μαρκοβιανη Αλυσίδα ΄Ασκησης 1.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

1

2
· π1 +

1

3
· π2 +

1

3
· π3 = π1

1

4
· π1 +

2

3
· π
3

= π2

1

4
· π1 +

2

3
· π2 = π3
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Επίσης, ισχύει ότι : ∑
i

πi = 1

Εποµένως, λύνοντας το παραπάνω σύστηµα έχουµε ότι :

π1 =
4

10
, π2 =

3

10
, π3 =

3

10

Η οριακή πιθανότητα ότι σε ένα χρόνο στο απώτερο µέλλον οι δύο εταιρίες ϑα έχουν ίδιους
προϋπολογισµούς διαφήµισης είναι 40%.


