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΄Ασκηση 1.

Μία Μαρκοβιανή αλυσίδα µε επτά καταστάσεις έχει τις ακόλουθες πιθανότητες µετάβασης :

pi,j =


0.5, (i, j) = (3, 2), (3, 4), (5, 6), (5, 7)

1, (i, j) = (1, 3), (2, 1), (4, 5), (6, 7), (7, 5)

0, αλλιώς

΄Εστω Xk η κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας τη χρονική στιγµή k.

αʹ) ∆ώστε το γράφηµα της αλυσίδας

ϐʹ) Για ποιες τιµές του n έχουµε ϑετικές πιθανότητες µετάβασης n-οστής τάξης από την κατάσταση
1 στην 5, r15(n) = P (Xn = 5/X0 = 1) > 0;

γʹ) Βρείτε το σύνολο A(i) των καταστάσεων που είναι προσιτές από την κατάσταση i για κάθε
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

δʹ) Βρείτε τις µεταβατικές και έµµονες καταστάσεις της αλυσίδας. Για κάθε έµµονη κατάσταση,
αποφασίστε αν είναι περιοδική (και µε ποια περίοδο) ή απεριοδική.

εʹ) Ποιος είναι ο ελάχιστος αριθµός µεταβάσεων µε µη µηδενική πιθανότητα που πρέπει να
προστεθούν στην αλυσίδα, ώστε και οι 7 καταστάσεις να αποτελούν µια µοναδική κλάση
επικοινωνίας ;

Λύση.

αʹ) Το γράφηµα της αλυσίδας δίδεται στο Σχήµα 1:

Σχήµα 1: Το διάγραµµα καταστάσεων για την άσκηση 1.

ϐʹ) Το Ϲητούµενο µπορεί να µεταφραστεί και ως : Με πόσους δυνατούς τρόπους και για ποιες
τιµές του n, µπορούµε να ϕτάσουµε από την κατάσταση 1 στην 5;

Από την κατάσταση 1 περνάµε στην κατάσταση 5, µέσω τουλάχιστον τριών µεταβάσεων: (1→
3 → 4 → 5). Τα µονοπάτια από την κατάσταση 1 στην 5, περικλείουν επίσης µονοπάτια
µε ανακύκλωση από την κατάσταση 1 πίσω στην 1 µεγέθους 3: (1 → 3 → 2 → 1), ή/και
µονοπάτια µε ανακύκλωση από την κατάσταση 5 πίσω στην 5, µέσω της κατάστασης 7. Τα
µονοπάτια αυτά ϑα είναι είτε µεγέθους 2: (5→ 7→ 5), είτε µεγέθους 3: (5→ 6→ 7→ 5).
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Εποµένως, τα δυνατά µεγέθη µονοπατιών είναι :

3 + 3k + 2m+ 3n, για k,m, n ≥ 0.

΄Αρα τελικά,
r15 > 0, για n = 3 ή n ≥ 5

γʹ) • i = 1 : A(1) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
• i = 2 : A(2) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
• i = 3 : A(3) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

Υπάρχει ένα µονοπάτι µη-µηδενικής πιθανότητας από τις καταστάσεις i = 1, 2, 3, µέσω της
κατάστασης 3, σε οποιαδήποτε άλλη κατάσταση.

• i = 4 : A(4) = {5, 6, 7}
• i = 5 : A(5) = {5, 6, 7}
• i = 6 : A(6) = {5, 6, 7}
• i = 7 : A(7) = {5, 6, 7}

δʹ) Οι καταστάσεις 5, 6, 7 είναι έµµονες, διότι µπορούµε να ϕτάσουµε σε αυτές από οποιαδήποτε
άλλη κατάσταση (είναι δηλαδή προσιτές από όλες τις καταστάσεις). Οι καταστάσεις 1, 2, 3, 4
δεν είναι προσιτές από τις 5, 6, 7 και είναι µεταβατικές. Μόλις το σύστηµα µεταβεί στις 5, 6, 7
δε µπορεί να επιστρέψει στις 1, 2, 3, 4. Οι καταστάσεις 5, 6, 7 σχηµατίζουν µια κλάση επικοι-
νωνίας (επικοινωνούν όλες µεταξύ τους, αλλά καµία µε τις εξωτερικές καταστάσεις). Από την
5 επιστρέφουµε πίσω στην 5 µε:

• 2 µεταβάσεις : (5→ 7→ 5)

• 3 µεταβάσεις : (5→ 6→ 7→ 5)

Το σύστηµα επιστρέφει στην 5 µετά από n ϐήµατα για οποιοδήποτε n ≥ 2 απεριοδικό.

Προσοχή: Οι καταστάσεις 1, 2, 3 δεν αποτελούν κλάση επικοινωνίας, διότι οι καταστάσεις σε
µια κλάση επικοινωνίας ϑα πρέπει να είναι έµµονες και αυτές δεν είναι. Π.χ. αν το σύστηµα
µεταβεί από την 3 στην 4 δεν υπάρχει επιστροφή.

Υπενθύµιση
΄Εµµονες καταστάσεις : Προσιτές από όλες τις καταστάσεις της κλάσης τους, αλλά όχι από
καταστάσεις άλλων κλάσεων.
Μεταβατικές καταστάσεις : ∆εν είναι προσιτές από όλες τις καταστάσεις της αλυσίδας. ‘Μετα-
ϐαίνουν’ κάπου και το σύστηµα δε γυρίζει πίσω.

εʹ) Μια µετάβαση πρέπει να προστεθεί για τη δηµιουργία µιας µοναδικής κλάσης επικοινωνί-
ας. Π.χ. προσθέτοντας µια µετάβαση από την 5 στην 3 ϑα επιτρέπαµε τη µετάβαση σε κάθε
κατάσταση από οποιαδήποτε άλλη κατάσταση. Οποιαδήποτε µετάβαση από την κλάση επι-
κοινωνίας των 5, 6, 7 σε κάποια από τις 1, 2, 3 ϑα πετύχαινε τον ίδιο στόχο.
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΄Ασκηση 2.

Στο γκαράζ του Πανεπιστηµίου έχει εγκατασταθεί µία µπάρα η οποία λειτουργεί µε κάρτες και
δυστυχώς κινδυνεύει από το προσωπικό και τους καθηγητές. Συγκεκριµένα, κάθε µέρα ένα αυτο-
κίνητο προσκρούει στην µπάρα µε πιθανότητα p και στην περίπτωση αυτή µία καινούρια µπάρα
πρέπει να εγκατασταθεί. Επίσης, µία µπάρα η οποία λειτουργεί για m µέρες αντικαθίσταται από
µία νέα για λόγους καλής λειτουργίας.

αʹ) Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφει πλήρως τη λειτουργία του συστήµατος της
µπάρας του γκαράζ. Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, δώστε το γράφηµα της αλυσίδας µε
τις πιθανότητες µετάβασης καθαρά γραµµένες στις ακµές και γράψτε τον αντίστοιχο πίνακα
πιθανοτήτων µετάβασης.

ϐʹ) Γράψτε τις εξισώσεις ισορροπίας και υπολογίστε τη στατική κατανοµή της αλυσίδας

γʹ) Σε ϐάθος χρόνου (µακροπρόθεσµα), ποια είναι η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η
µπάρα ; Με τι ισούται αυτή η συχνότητα όταν η διάρκεια m της ϕυσικής Ϲωής της µπάρας
είναι πολύ µεγάλη ;

Λύση.

αʹ) Ορίζουµε m+ 1 καταστάσεις {0, 1, 2, . . . ,m− 1,m} ως εξής :

Κατάσταση i: ‘Η µπάρα ϐρίσκεται σε λειτουργία για i µέρες.’ i = 0, 1, . . . ,m.

Το γράφηµα της αλυσίδας δίδεται στο Σχήµα 2:

Σχήµα 2: Το διάγραµµα καταστάσεων για την άσκηση 2.

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι :

P =



p 1− p 0 0 . . . 0
p 0 1− p 0 . . . 0
p 0 0 1− p . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
p 0 0 0 . . . 1− p
1 0 0 0 . . . 0


ϐʹ) Οι εξισώσεις ισορροπίας παίρνουν τη µορφή: π = π ·P όπου π = [π0, π1, . . . , πm].

Εποµένως :

π0 = π0p+ π1p+ . . .+ πm−1p+ πm

π1 = π0(1− p)
π2 = π1(1− p) = π0(1− p)2

π3 = π2(1− p) = π0(1− p)3

...

πi = πi−1(1− p) = π0(1− p)i, i = 1, 2, . . . ,m (1)
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Αλλά

1 = π0 + π1 + . . .+ πm = π0 + π0(1− p) + . . .+ π0(1− p)m

= π0

m∑
i=0

(1− p)i = π0
1− (1− p)m+1

1− (1− p)

΄Αρα

π0 =
p

1− (1− p)m+1

και αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε τελικά:

πi =
p(1− p)i

1− (1− p)m+1
, i = 1, 2, . . . ,m.

γʹ) Μακροπρόθεσµα, η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η µπάρα ισούται µε τη συχνότητα
επισκέψεων της κατάστασης 0 (όπου η µπάρα λειτουργεί για 0 µέρες, δηλαδή µόλις έχει
αντικατασταθεί), που είναι

π0 =
p

1− (1− p)m+1
.

Καθώς m→∞, limm→∞ π0 = p.

Με άλλα λόγια, για πολύ µεγάλη διάρκεια ϕυσικής Ϲωής της µπάρας (m → ∞) (δηλαδή για
καλή ποιότητα του εξαρτήµατος), η συχνότητα αντικατάστασής της ισούται µε την πιθανότητα
p µε την οποία ο χρήστης της προκαλεί Ϲηµιά.

΄Ασκηση 3.

Στη Μαρία αρέσει να τζογάρει. Πηγαίνει λοιπόν στο Las Vegas και αρχίζει µε 200 e στην τσέπη.
Σε κάθε προσπάθεια µπορεί να ποντάρει είτε 100 είτε 200 e (αν έχει αρκετά λεφτά). Κερδίζει µε
πιθανότητα p. Στόχος της είναι να διπλασιάσει τα λεφτά της και να ϕύγει µε 400 e. Σταµατάει όταν
επιτύχει το στόχο της ή όταν χάσει τα λεφτά της.

αʹ) ΄Οποτε η Μαρία έχει µόνο 100 e, προφανώς µπορεί να ποντάρει µόνο 100 e. Επίσης, ποντάρει
100 e όποτε έχει 300 e. Βοηθήστε την να αποφασίσει σε µία στρατηγική για το πόσα λεφτά
να ποντάρει όταν έχει 200 e, ώστε να µεγιστοποιήσει την πιθανότητα να κερδίσει (δηλαδή να
ϕύγει µε τα 400 e). Με άλλα λόγια, όταν έχει 200 e, πρέπει να ποντάρει 100 ή 200 e.

Βοήθεια : Αναλύστε τις περιπτώσεις για τις 2 στρατηγικές. Η περίπτωση που ποντάρει 200
e είναι εύκολη. Για την περίπτωση που ποντάρει 100 e, σχηµατίστε το γράφηµα της κατάλ-
ληλης αλυσίδας Markov.

ϐʹ) Ποιος είναι ο αναµενόµενος αριθµός προσπαθειών µέχρις ότου χάσει τα λεφτά της ή τα διπλα-
σιάσει για p = 0.75 και ακολουθώντας τη ϐέλτιστη στρατηγική.

Λύση.

αʹ) Αναλύουµε τις 2 στρατηγικές :

• 1η στρατηγική: Η Μαρία ποντάρει τα 200e και είτε διπλασιάζει µε πιθανότητα p και
ϕεύγει, είτε χάνει µε πιθανότητα 1− p και ϕεύγει.

• 2η στρατηγική: Η Μαρία ποντάρει τα 100e από τα 200e που είχε αρχικά. Η αλυσίδα
Markov δίδεται στο Σχήµα 3:
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Σχήµα 3: Μαρκοβιανή αλυσίδα στην περίπτωση όπου η Μαρία αρχικά ποντάρει 100e.

Θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα η Μαρία τελικά να κερδίσει, δεδοµένου ότι ξεκίνησε
µε 200e. Θέλουµε δηλαδή να καταλήξουµε στην έµµονη κατάσταση 400. Αυτή είναι µία
κατάσταση απορροφήσεως (absorbing state).

Υπενθύµιση:
Γενικά για µια αλυσίδα Markov οι πιθανότητες απορροφήσεως αi της αλυσίδας από την κα-
τάσταση s, ξεκινώντας από την i είναι οι µοναδικές λύσεις του συστήµατος :

αs = 1

αi = 0, για κάθε κατάσταση απορροφήσεως i 6= s

αj =
m∑
j=1

pijαj , για κάθε µεταβατική κατάσταση i

Εδώ, οι έµµονες καταστάσεις είναι οι 0 και 400. Θέλουµε το σύστηµα να απορροφηθεί από
την 400 (να κερδίσει η Μαρία), άρα:

αs = 1, τελική κατάσταση s = 400

αi = 0, κατάσταση απορροφήσεως i = 0 6= s

α100 = p100→0 · α0 + p100→200 · α200 = (1− p) · α0 + p · α200 = p · α200

α200 = p200→100 · α100 + p200→300 · α300 = (1− p) · α100 + p · α300

α300 = p300→200 · α200 + p300→400 · α400 = (1− p) · α200 + p · 1

Εξετάζουµε το ενδεχόµενο το σύστηµα να απορροφηθεί από την κατάσταση s = 400, δεδο-
µένου ότι ξεκίνησε από την i = 200, δηλαδή µας ενδιαφέρει η α200. Λύνουµε το παραπάνω
σύστηµα ως προς α200 και έχουµε:

α200 =
p2

1− 2p+ 2p2

Στην πρώτη στρατηγική, όπως είπαµε, η Μαρία κερδίζει µε πιθανότητα p, ενώ στη δεύτερη µε
πιθανότητα α200, άρα ϑα πρέπει να συγκρίνουµε τις δύο αυτές πιθανότητες για να δούµε ποια
υπερισχύει, Σχήµα 4:

Σχήµα 4: Η συνεχόµενη γραµµή εκφράζει την πρώτη στρατηγική (ποντάρω όσα χρήµατα έχω), ενώ
η διακεκοµµένη τη δεύτερη στρατηγική (ποντάρω 100e, ενώ έχω 200).
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Από το διάγραµµα µπορούµε να δούµε ότι η πρώτη στρατηγική είναι προτιµότερη όταν p < 1
2 ,

ενώ η δεύτερη είναι προτιµότερη όταν p > 1
2 . Για p = 1

2 οι δύο στρατηγικές δε διαφοροποιού-
νται.

ϐʹ) Υπενθύµιση:
Μέσοι χρόνοι απορροφήσεως µi ξεκινώντας από την κατάσταση i είναι οι µοναδικές λύσεις του
συστήµατος :

µi = 0, για κάθε έµµονη κατάσταση i

µi = 1 +
m∑
j=1

pijµj , για κάθε µεταβατική κατάσταση i

Εδώ, έστω µi ο µέσος αριθµός προσπαθειών που Ϲητούµε, ξεκινώντας από την κατάσταση i.

΄Εχουµε,

µ0 = µ400 = 0 (έµµονες καταστάσεις)
µ100 = 1 + p100→0 · µ0 + p100→200 · µ200 = 1 + p · µ200
µ200 = 1 + p200→100 · µ100 + p200→300 · µ300 = 1 + (1− p) · µ100 + p · µ300
µ300 = 1 + p300→200 · µ200 + p300→400 · µ400 = 1 + (1− p) · µ200

΄Αρα, για p = 0.75 έχουµε:

µ100 = 3.4, η πιθανότητα να χάσει ή να διπλασιάσει | ξεκίνησε µε 100e
µ200 = 3.2, η πιθανότητα να χάσει ή να διπλασιάσει | ξεκίνησε µε 200e
µ300 = 1.8, η πιθανότητα να χάσει ή να διπλασιάσει | ξεκίνησε µε 300e

Ο µέσος αριθµός προσπαθειών που µας Ϲητείται είναι ο µ200 = 3.2.

΄Ασκηση 4.

΄Εστω η Μαρκοβιανή αλυσίδα που ϕαίνεται στο Σχήµα 5.

Σχήµα 5: Μαρκοβιανή αλυσίδα για την ΄Ασκηση 4.

αʹ) Ποιες είναι οι έµµονες και µεταβατικές καταστάσεις της αλυσίδας ; Επίσης, προσδιορίστε τις
κλάσεις επικοινωνίας και αν είναι περιοδικές ή όχι.

ϐʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X1 = 2, X2 = 5/X0 = 1).

γʹ) Υπάρχουν οι οριακές (στατικές) πιθανότητες δεδοµένου ότι η αλυσίδα αρχίζει στην κατάσταση
3 (X0 = 3); Ποιες είναι αυτές ;

δʹ) ∆εδοµένου ότι η αλυσίδα αρχίζει στην κατάσταση 3, ποια είναι η πιθανότητα ότι η n-οστή
µετάβαση ϑα είναι µία αυτοµετάβαση (µετάβαση στην ίδια κατάσταση); Υποθέστε ότι το n είναι
πολύ µεγάλο.
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Ορίζουµε το χρόνο T ως το πρώτο n για το οποίο ισχύει ότι Xn ∈ 3, 4, 5.

ε΄) Υπολογίστε την πιθανότητα P (XT = 5/X0 = 1).

στ΄) ΄Οσο η κατάσταση του συστήµατος είναι η 1 ή η 2, λαµβάνουµε τόσα ευρώ όσα η τωρινή
κατάσταση. ΄Εστω vi το αναµενόµενο ποσό που λαµβάνουµε όταν η αρχική κατάσταση είναι η
i(i = 1, 2). Γράψτε το σύστηµα των εξισώσεων που ϑα σας επιτρέψουν να υπολογίσετε τα v1
και v2. Ποιο είναι το µέσο κέρδος σας για κάθε µία από τις αρχικές καταστάσεις 1 και 2;

Λύση.

αʹ) Παρατηρούµε το γράφηµα και ϐλέπουµε ότι η αλυσίδα έχει δύο µεταβατικές καταστάσεις τις
1 και 2 και τρεις έµµονες, τις 3, 4 και 5. Οι 3, 4 αποτελούν µια επαναληπτική κλάση, ενώ η 5
από µόνη της µια άλλη κλάση. ∆εν υπάρχουν περιοδικές καταστάσεις.

ϐʹ) Πολύ απλά, P (X1 = 2, X2 = 5|X0 = 1) = p12 · p25 = 1
3 ·

1
3 = 1

9 .

γʹ) Λύνουµε τις εξισώσεις ισορροπίας για την κλάση 3, 4:

[
π3 π4

]
=
[
π3 π4

] [1/3 2/3
1/2

1/2

]
⇒ π3 =

1

3
π3 +

1

2
π4.

Μαζί µε την π3 + π4 = 1, παίρνουµε ότι π3 = 3
7 και π4 = 4

7 .

δʹ) Αφού ϐρισκόµαστε µέσα στην κλάση {3, 4}, έχουµε αυτοµετάβαση όποτε συµβαίνει µετάβαση
από την 3 στην 3 ή από την 4 στην 4. Μακροπρόθεσµα, η πιθανότητα του πρώτου γεγονότος
είναι 1

3π3 και του δεύτερου είναι 1
2π4. Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

1

3
π3 +

1

2
π4 =

3

7
.

εʹ) Η P (XT = 5|X0 = 1) είναι πολύ απλά η πιθανότητα απορρόφησης του συστήµατος από την
κατάσταση s = 5 ξεκινώντας από την i = 1. Οι πιθανότητες απορρόφησης ικανοποιούν το
σύστηµα εξισώσεων:

α5 = 1, Τελική κατάσταση
α3 = α4 = 0, ΄Αλλες καταστάσεις απορροφήσεως

α1 =
1

3
· α1 +

1

3
· α2 +

1

3
· α3

α2 =
2

3
· α1 +

1

3
· α5

Λύνοντας, παίρνουµε: α1 =
1
4 , α2 =

1
2 . Συνεπώς, P (XT = 5|X0 = 1) = α1 =

1
4 .

στ΄) Προφανώς, το αναµενόµενο κέρδος εξαρτάται από το µέσο χρόνο έως την απορρόφηση του
συστήµατος (ξεκινώντας από τις 1 ή 2):

µ1 = 1 +
1

3
· µ1 +

1

3
· µ2 : Μέσο # µεταβάσεων έως την απορρόφηση ξεκινώντας από την 1.

µ2 = 1 +
2

3
· µ1 : Μέσο # µεταβάσεων έως την απορρόφηση ξεκινώντας από τη 2.

Αλλά κερδίζουµε 1e για κάθε µετάβαση στην 1 και 2e για κάθε µετάβαση στη 2. Συνεπώς,

v1 = 1 +
1

3
· v1 +

1

3
· v2

v2 = 2 +
2

3
· v1

άρα λύνοντας έχουµε v1 = 3.75e και v2 = 4.5e.


