
Πανεπιστήµιο Κρήτης - Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

ΗΥ-317: Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - Εαρινό Εξάµηνο 2016
∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

9ο Φροντιστήριο

Επιµέλεια: Κωνσταντίνα Φωτιάδου

ϑΕΩΡΙΑ : Σύντοµη Επανάληψη στις Μαρκοβιανές Αλυσίδες

Ορισµός Μαρκοβιανών Μοντέλων
Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα καθορίζεται πλήρως προσδιορίζοντας :

• Το σύνολο των καταστάσεων S = 1, 2, · · · ,m

• Το σύνολο των δυνατών µεταβάσεων, δηλαδή εκείνα τα Ϲευγάρια (i, j) για τα οποία pij > 0.

• Τις µεταβατικές τιµές των pij που είναι ϑετικές.

Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα που ορίζεται από αυτό το µοντέλο είναι µια ακολουθία τ.µ X0, X1, ·, Xm

που παίρνουν τιµές στο S και οι οποίες ικανοποιούν τη συνθήκη: P (Xn+1 = j/Xn = i,Xn−1 =
in−1, · · · , X0 = i0) = pij , ∀n, ∀i, j ∈ S, ∀ πιθανή ακολουθία προγενέστερων καταστάσεων.

Τα στοιχεία µιας αλυσίδας µπορούν να κωδικοποιηθούν στο λεγόµενο πίνακα µετάβασηςm×m
µε (i, j) στοιχείο το pi,j :

P =


p11 p12 · · · p1m
p21 p22 · · · p2m
...

...
...

...
pm1 pm2 · · · pmm


Μαρκοβιανή Ιδιότητα

Οποιαδήποτε πληροφορία για τις προγενέστερες καταστάσεις X1, X2, · · · , Xn−1 είναι περιττή όσον
αφορά να συµβεί κάτι για την κατάσταση Xn+1, εφόσον γνωρίζουµε την Xn της σ.δ την τελευταία
στιγµή n. Μαθηµατικά:

P (Xn+1 = j/Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0) = P (Xn+1 = j/Xn = i) = pij , ∀n, ∀i, j ∈ S,

και για κάθε πιθανή ακολουθία i0, i1, · · · , in−1 προηγούµενων καταστάσεων.

∆ηλαδή, ο πιθανοτικός νόµος της επόµενης κατάστασης Xn+1, εξαρτάται µόνο µέσω
της τιµής της παρούσας κατάστασης Xn από το παρελθόν.

Πιθανότητες Μετάβασης Ανώτερης Τάξης
Ορίζουµε ως rij(n) = P (Xn = j/X0 = i) την πιθανότητα ότι η κατάσταση µετά από n χρονικά
ϐήµατα ϑα είναι j, δεδοµένου ότι η παρούσα κατάσταση είναι i.

Steady State
Η πιθανότητα µια κατάσταση να συµβεί στο µακρινό µέλλον, δηλαδή για n → ∞. Τότε, το rij ϑα
συγκλίνει σε ένα όριο, το οποίο δεν εξαρτάται από την αρχική κατάσταση.
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Absorbing Καταστάσεις: (απορροφητικές καταστάσεις)
Είναι οι καταστάσεις εκείνες που επαναλαµβάνονται συνεχώς µόλις τις επισκεφτούµε. ∆εδοµένου
αρκετού χρόνου, είναι σίγουρο πως ϑα συµβούν. Το όριό τους για n→∞ είναι 1.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 1.
Θεωρούµε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε δύο καταστάσεις : ‘1’ και ‘2’, για την οποία ισχύουν:

P (Xn = 1/Xn−1 = 1) =
1

3

P (Xn = 2/Xn−1 = 2) =
1

2

(α) Να σχεδιασθεί το γράφηµα της αλυσίδας και να δώσετε τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης.
(ϐ) Να υπολογισθεί η πιθανότητα: P (Xn = 2/Xn−1 = 1)
(γ) Να υπολογισθεί η πιθανότητα: P (Xn = 2/Xn−1 = 1, Xn−2 = 2)
(δ) Να υπολογισθεί η πιθανότητα: P (Xn = 2/Xn−2 = 2)
(ε) Να υπολογισθεί η στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας.

Λύση
(α) Το γράφηµα της αλυσίδας ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα:

Σχήµα 1: Γράφηµα Αλυσίδας ΄Ασκησης 1

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης γίνεται :

P =

[
1/3 2/3
1/2 1/2

]
(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

P (Xn = 2/Xn−1 = 1) = 2/3

(γ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (Xn = 2/Xn−1 = 1, Xn−2 = 2) = P (Xn = 2/Xn−1 = 1) = 2/3
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(δ)

P (Xn = 2/Xn−2 = 2) = P (Xn = 2/Xn−1 = 1, Xn−2 = 2) · P (Xn−1 = 1/Xn−2 = 2) +

P (Xn = 2/Xn−1 = 2, Xn−2 = 2) · P (Xn−1 = 2/Xn−2 = 2) =

P (Xn = 2/Xn−1 = 1) · P (Xn−1 = 1/Xn−2 = 2) +

P (Xn = 2/Xn−1 = 2) · P (Xn−1 = 2/Xn−2 = 2) =

P12 · P21 + P22 · P22 =
2

3
· 1
2
+

1

2
· 1
2
=

7

12

(ε) Η στάσιµη κατανοµή αλυσίδας γίνεται :

π =
[
π1 π2

]
= π · P =

[
π1 π2

]
·
[
1/3 2/3
1/2 1/2

]
Οπότε έχουµε:

π1 =
1

3
· π1 +

1

2
· π2 ⇔

2

3
· π1 =

1

2
· π2

π2 =
2

3
· π1 +

1

2
· π2 ⇔

1

2
· π2 =

2

3
· π1

Επίσης,

π1 + π2 = 1

Λύνοντας το σύστηµα: {
π1 + π2 = 1
2
3 · π1 =

1
2 · π2

}
⇔ π1 =

3

7
και π2 =

4

7

΄Ασκηση 2.
΄Εστω Xn, n ≥ 0 δυαδική στοχαστική διαδικασία που παίρνει τιµές 0 ή 1. ∆ίνονται :

PX0(1) = 1

PXn+1/Xn
(1/1) = 3/4, n ≥ 0

PXn+1/Xn
(0/0) = 2/3, n ≥ 0

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι το πρώτο µηδέν ϑα εµφανισθεί σε χρόνο k, k = 1, 2, 3, · · ·
(ϐ) Να δώσετε τις καταστάσεις της αλυσίδας Markov που περιγράφει το πείραµα, το γράφηµα της
αλυσίδας και καθώς και τις πιθανότητες µεταβάσης και την οριακή κατανοµή της πιθανότητας :
P (X5000 = 1)
(γ) Να υπολογισθεί η πιθανότητα:

P (X5000 = 1 και X5002 = 1)

(δ) ∆εδοµένου του γεγονότος : X5001 = X5002 = X5003 = · · · = X5001+m, m ≥ 0. Ποια είναι η
πιθανότητα ότι η κοινή τιµή είναι 1; Υπολογίστε το όριο της πιθανότητας καθώς το m→∞
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Λύση
(α) Παρατηρούµε ότι η Xn αποτελεί Μαρκοβιανή αλυσίδα. Η διαδικασία ξεκινάει πάντα στην κα-
τάσταση 1, οπότε η πιθανότητα: ¨το πρώτο µηδέν προκύπτει σε χρόνο 1¨ ϑα είναι 1/4. Επίσης,
η πιθανότητα ότι ¨το πρώτο µηδέν προκύπτει σε χρόνο 2¨ ϑα είναι : 3

4 ·
1
4 . Γενικά, σε χρόνο k ϑα

έχουµε:

3

4

k−1

· 1
4
, k = 1, 2, · · ·

(ϐ) Το γράφηµα της αλυσίδας δίνεται στο παρακάτω σχήµα:

Σχήµα 2: Γράφηµα Αλυσίδας ΄Ασκησης 2

Από τη στάσιµη κατανοµή αλυσίδας έχουµε:

π =
[
π0 π1

]
= π · P =

[
π0 π1

]
·
[
2/3 1/3
1/4 3/4

]
Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:{

π1 =
1
3 · π0 +

3
4 · π1

π1 + π0 = 1

}
⇔ π1 =

4

7
και π2 =

3

7

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι µέχρι την 5000η επανάληψη η διαδικασία είναι steady-state.
Εποµένως, απλά µας ενδιαφέρει η steady-state πιθανότητα του να είµαστε στην κατάσταση 1.

΄Αρα, η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (X5000 = 1) ≈ 4

7

(γ) Για τη Ϲητούµενη πιθανότητα έχουµε:

P (X5000 = 1 και X5002 = 1) = P (X5002 = 1/X5000 = 1) · P (X5000 = 1) =

4

7
· (1
4
· 1
3
+

3

4
· 3
4
) =

31

84
= 0.369

(δ) Θεωρούµε το ενδεχόµενο Α : ¨ Η κοινή τιµή είναι 1¨. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes
έχουµε:

P (A/X5001 = · · · = X5001+m) =

P (X5001 = · · · = X5001+m/A) · P (A)
P (X5001 = · · · = X5001+m/A) · P (A) + P (X5001 = · · · = X5001+m/AC) · P (AC)

=

P (X5001 = · · · = X5001+m/X5001=1) · P (X5001=1)∑1
i=0 P (X5001 = · · · = X5001+m/X5001=i) · P (X5001 = i)

=

(34)
m · 47

(34)
m · 47 + (23)

m · 37
=

1

1 + 3
4 · (

8
9)

m


