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΄Ασκηση 1.

(i) Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για µία τ.µ. X που ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή
(X ∼ N(0, 1)) ισχύει ότι :

MX(s) = e
s2

2

Υπολογίζοντας τις παραγώγους µέχρι 4-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

• dMX(s)
ds =

d

(
e
s2

2

)
ds = (e

s2

2 )(s)

• d2MX(s)
ds2

=

d

(
e
s2

2 ·s

)
ds = (e

s2

2 · s) · s+ e
s2

2 = (e
s2

2 )(s2 + 1)

• d3MX(s)
ds3

=

d

(
(e

s2

2 )(s2+1)

)
ds = (e

s2

2 · s) · (s2+1)+e
s2

2 · 2s = (e
s2

2 )(s2+1) = (e
s2

2 )(s3+3s)

• d4MX(s)
ds4

=

d

(
(e

s2

2 )(s3+3s)

)
ds = (e

s2

2 · s) · (s3 + 3s) + e
s2

2 · (3s2 + 3) = (e
s2

2 )(s2 + 1) =

(e
s2

2 )(s4 + 6s2 + 3)

΄Αρα, για τις Ϲητούµενες ϱοπές, έχουµε:

• E[X] = dMX(s)
ds

∣∣∣∣
s=0

= (e
s2

2 )(s)

∣∣∣∣
s=0

= 1 · 0 = 0

• E[X2] = d2MX(s)
ds2

∣∣∣∣
s=0

= (e
s2

2 )(s2 + 1)

∣∣∣∣
s=0

= 1 · 1 = 1

• E[X3] = d3MX(s)
ds3

∣∣∣∣
s=0

= (e
s2

2 )(s3 + 3s)

∣∣∣∣
s=0

= 1 · 0 = 0

• E[X4] = d4MX(s)
ds4

∣∣∣∣
s=0

= (e
s2

2 )(s4 + 6s2 + 3)

∣∣∣∣
s=0

= 1 · 3 = 3

(ii) (αʹ) Προκειµένου µία έκφραση MX(s) να αποτελεί έγκυρο µετασχηµατισµό µίας τ.µ. X, ϑα
πρέπει να ισχύει η σχέση:

MX(0) = 1

Για τους δοσµένους µετασχηµατισµούς, έχουµε:

• M(0) = MX(s)

∣∣∣∣
s=0

= e2(e
es−1−1)

∣∣∣∣
s=0

= e2(e
e0−1−1) = e2(e

1−1−1) = e2(e
0−1) =

e2(1−1) = e2·0 = e0 = 1

• M(0) =MX(s)

∣∣∣∣
s=0

= e2(e
es−1)

∣∣∣∣
s=0

= e2(e
e0−1) = e2(e

1−1) = e2e−2 ≈ 31.0800 6= 1

Ως εκ τούτου, µόνο ο 1-ος µετασχηµατισµός µπορεί να είναι ο µετασχηµατισµός της τ.µ.
X.
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(ϐʹ) Με ϐάση την υπόδειξη που δίνεται στην εκφώνηση της άσκησης, έχουµε:

P (X = 0) = lim
s→−∞

MX(s) = lim
s→−∞

e2(e
es−1−1) = lim

s→−∞
e2(e

0−1−1) = lim
s→−∞

e2(e
−1−1) ≈ 0.2825

΄Ασκηση 2.

(i) Αναλύουµε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση σε απλά κλάσµατα, και έχουµε:

MX(s) =
9− 7s

3s2 − 12s+ 9
=

9− 7s

3(s− 1)(s− 3)
=

A

s− 1
+

B

s− 3

Για τον υπολογισµό των A, B, έχουµε:
A =MX(s) · (s− 1)

∣∣∣∣
s=1

= 9−7s
3(s−3)

∣∣∣∣
s=1

= 2
3(−2) = −

1
3

B =MX(s) · (s− 3)

∣∣∣∣
s=3

= 9−7s
3(s−1)

∣∣∣∣
s=3

= −12
3(2) = −2

Οπότε, η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση γίνεται :

MX(s) =
9− 7s

3(s− 1)(s− 3)
= −1

3
· 1

s− 1
− 2 · 1

s− 3

=
1

3
· 1

1− s
+ 2 · 1

3− s
=

1

3
· 1

1− s
+

2

3
· 3

3− s

Εποµένως, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σππ) (pdf ) της τ.µ. X που προκύπτει από
τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση ϑα είναι :

fX(x) =

{
1
3e
−x + 2

33e
−3x x ≥ 0

0 x < 0

(ii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 1-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

dMX(s)

ds
=

d

(
1
3 ·

1
1−s +

2
3 ·

3
3−s

)
ds

=
1

3
· 1

(s− 1)2
+

2

3
· 3

(s− 3)2

΄Αρα, για τη µέση τιµή της τ.µ. X έχουµε:

E[X] =
dMX(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

=

(
1

3
· 1

(s− 1)2
+

2

3
· 3

(s− 3)2

)∣∣∣∣
s=0

=
1

3
· 1 + 2

3
· 3
9
=

1

3
+

2

9
=

5

9

(iii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 2-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

d2MX(s)

ds2
=

d

(
1
3 ·

1
(s−1)2 + 2

3 ·
3

(s−3)2

)
ds

=
1

3
· −2
(s− 1)3

+
2

3
· −6
(s− 3)3

΄Αρα, για τη ϱοπή 2-ης τάξης της τ.µ X έχουµε:

E[X2] =
d2MX(s)

ds2

∣∣∣∣
s=0

=

(
1

3
· −2
(s− 1)3

+
2

3
· −6
(s− 3)3

)∣∣∣∣
s=0

=
1

3
· 2+ 2

3
· 6
27

=
2

3
+

4

27
=

22

27

Για τον υπολογισµό της διασποράς της τ.µ. X, V AR[X], ϑα χρησιµοποιήσουµε τη γνωστή
από την ϑεωρία σχέση:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2

΄Αρα, η διασπορά της τ.µ. X, V AR[X] ϑα είναι τελικά:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 =
22

27
− (

5

9
)2 =

22

27
− 25

81
=

66− 25

81
=

41

81
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(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (X ≥ 1) =

∫ +∞

1
fX(x)dx =

∫ +∞

1
(
1

3
e−x +

2

3
3e−3x)dx

=

∫ +∞

1

1

3
e−xdx+

∫ +∞

1

2

3
3e−3xdx = −1

3

∫ +∞

1
−e−xdx− 2

3

∫ +∞

1
−3e−3xdx

= −1

3

[
e−x
]+∞
1

− 2

3

[
e−3x

]+∞
1

= −1

3
(0− e−1)− 2

3
(0− e−3) =

e−1 + 2e−3

3

(v) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (
3

2
≤ X ≤ 2 | 0 ≤ X ≤ 2) =

P (32 ≤ X ≤ 2, 0 ≤ X ≤ 2)

P (0 ≤ X ≤ 2)

=
P (32 ≤ X ≤ 2)

P (0 ≤ X ≤ 2)
=

∫ 2
3
2
fX(x)dx∫ 2

0 fX(x)dx

=

∫ 2
3
2
(13e
−x + 2

33e
−3x)dx∫ 2

0 (
1
3e
−x + 2

33e
−3x)dx

=

∫ 2
3
2

1
3e
−xdx+

∫ 2
3
2

2
33e
−3xdx∫ 2

0
1
3e
−xdx+

∫ 2
0

2
33e
−3xdx

=
−1

3

∫ 2
3
2
−e−xdx− 2

3

∫ 2
3
2
−3e−3xdx

−1
3

∫ 2
0 −e−xdx−

2
3

∫ 2
0 −3e−3x

=

−1
3

[
e−x
]2

3
2

− 2
3

[
e−3x

]2
3
2

−1
3

[
e−x
]2
0

− 2
3

[
e−3x

]2
0

=
−1

3(e
−2 − e−

3
2 )− 2

3(e
−6 − e−

9
2 )

−1
3(e
−2 − 1)− 2

3(e
−6 − 1)

=
−e−2 + e−

3
2 − 2e−6 + 2e−

9
2

−e−2 + 1− 2e−6 + 2

=
e−

3
2 + 2e−

9
2 − e−2 − 2e−6

3− e−2 − 2e−6
≈ 0.1051

2.8597
= 0.0367

΄Ασκηση 3.

(i) Η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. Z γίνεται :

MZ(s) = E[esZ] = E[es(2X−2)] = E[e2s·X · e−2s]
= e−2s · E[e2s·X] = e−2s ·MX(2s)

= e−2s · e(2s)2+(2s) = e−2s · e4s2+2s = e4s
2

(ii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 1-ης τάξης της MZ(s), έχουµε:

dMZ(s)

ds
=

d

(
e4s

2

)
ds

= (e4s
2
)(8s)

΄Αρα, για τη µέση τιµή της τ.µ. Z έχουµε:

E[Z] =
dMZ(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

= (e4s
2
)(8s)

∣∣∣∣
s=0

= 1 · 0 = 0
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(iii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 2-ης τάξης της MZ(s), έχουµε:

d2MZ(s)

ds2
=

d

(
(e4s

2
)(8s)

)
ds

= [(e4s
2
)(8s)] · (8s) + [(e4s

2
)] · 8 = (e4s

2
)(16s2 + 8)

΄Αρα, για τη ϱοπή 2-ης τάξης της τ.µ Z έχουµε:

E[Z2] =
d2MZ(s)

ds2

∣∣∣∣
s=0

= (e4s
2
)(16s2 + 8)

∣∣∣∣
s=0

= 1 · 8 = 8

Για τον υπολογισµό της διασποράς της τ.µ. Z, V AR[Z], ϑα χρησιµοποιήσουµε τη γνωστή
από την ϑεωρία σχέση:

V AR[Z] = E[Z2]− (E[Z])2

΄Αρα, η διασπορά της τ.µ. Z, V AR[Z] ϑα είναι τελικά:

V AR[Z] = E[Z2]− (E[Z])2 = 8− 02 = 8

΄Ασκηση 4.

(i) Για τον υπολογισµό της σταθεράς c, χρησιµοποιούµε τη γνωστή από τη ϑεωρία σχέση:

MX(0) = 1⇒ c · 3 + 4e2s + 2e3s

3− es

∣∣∣∣
s=0

= 1⇒ c · 3 + 4 + 2

3− 1
= 1⇒ c · 9

2
= 1⇒ c =

2

9

(ii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 1-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

dMx(s)

ds
=

d

(
2
9 ·

3+4e2s+2e3s

3−es

)
ds

=
2

9

(
(8e2s + 6e3s)(3− es)− (3 + 4e2s + 2e3s)(−es)

(3− es)2

)
=

2

9

(24e2s − 8e3s + 18e3s − 6e4s)− (−3es − 4e3s − 2e4s)

(3− es)2
=

2

9

−4e4s + 14e3s + 24e2s + 3es

(3− es)2

΄Αρα, για τη µέση τιµή της τ.µ. X έχουµε:

E[X] =
dMX(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

=
2

9

−4e4s + 14e3s + 24e2s + 3es

(3− es)2

∣∣∣∣
s=0

=
2

9

−4 + 14 + 24 + 3

22
=

2

9

37

4
=

37

18

(iii) Με ϐάση την υπόδειξη της άσκησης, έχουµε:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + ..., | x |< 1

΄Αρα, για s ¨αρκετά µικρό¨ έτσι ώστε es < 3, έχουµε:

1

3− es
=

1

3

1

1− es

3

=
1

3

(
1 +

es

3
+

e2s

9
+ ...

)
Με ϐάση την παραπάνω παρατήρηση, η MX(s) γίνεται :

Mx(s) =
2

9

3 + 4e2s + 2e3s

3− es
=

2

9

1

3
(3 + 4e2s + 2e3s)

(
1 +

es

3
+

e2s

9
+ ...

)
΄Αρα, παρατηρώντας την µορφή της MX(s), και συγκρίνοντάς τη µε τον τύπο ορισµού της
(MX(s) =

∑
x e

sxpX(x)), έχουµε τελικα: pX(0) = 2
9 και pX(1) = 2

27 .
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΄Ασκηση 5.

(i) ΄Εστω N ο αριθµός των ϕοιτητών που ϑα εξεταστούν στην πρόοδο του ΗΥ-317. Εφόσον η N
είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός
που της αντιστοιχεί δίνεται από την εξής σχέση:

MN (s) = eλ(e
s−1)

΄Εστω Xi ο χρόνος που αφιερώνει ο ϕοιτητής i για να λύσει το διαγώνισµά του. ΄Εστω MX(s)
ο κοινός µετασχηµατισµός που αντιστοιχεί στις τ.µ. Xi. Εφόσον κάθε Xi είναι κανονικά κα-
τανεµηµένη µέση τιµή 60 και διασπορά 25, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός
που της αντιστοιχεί δίνεται από την εξής σχέση:

MX(s) = e
σ2s2

2
+µs

Ο µετασχηµατισµός MY (s) προσδιορίζεται αντικαθιστώντας στην έκφραση του MN (s) όπου
es µε MX(s). ΄Ετσι, έχουµε τελικά:

MY (s) =MN (s)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(e
s−1)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(MX(s)−1) = eλ(e
σ2s2

2 +µs−1)

(ii) Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη µέση τιµή της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση (Wald’s equation):

E[Y ] = E[X]E[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι : E[N ] =
λ.

΄Αρα, τελικά, έχουµε:
E[Y ] = µ · λ = 60λ

(iii) Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη µέση τιµή της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση (Wald’s equation):

V AR[Y ] = V AR[X]E[N ] + (E[X])2V AR[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι :
V AR[N ] = λ.

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

V AR[Y ] = 25λ+ (60)2λ = λ(3600 + 25) = 3625λ


