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HY-317: Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες-Εαρινό Εξάµηνο 2021

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

(i) Με ϐάση τη ϑεωρία, ξέρουµε ότι η τυπική απόκλιση του Mn δίνεται από τον εξής τύπο:

σMn =
1√
n

Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε:

σMn ≤ 0.01⇒ 1√
n
≤ 0.01⇒

√
n ≥ 1

0.01
⇒
√
n ≥ 100⇒ n ≥ 10000

(ii) Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, ϑέλουµε να ισχύει :

P (|Mn − h |≤ 0.05) ≥ 0.99

Κάνοντας χρήση της ανισότητας Chebyshev,έχουµε:

P (|Mn − h |≤ 0.05)
h=E[Mn]

= P (|Mn − E[Mn] |≤ 0.05)

= 1− P (|Mn − E[Mn] |≥ 0.05)

σ2
Mn

= 1
n

≥
c=0.05

1−
1
n

(0.05)2

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

P (|Mn − h |≤ 0.05) ≥ 0.99⇒ 1−
1
n

(0.05)2
≥ 0.99

⇒
1
n

(0.05)2
≤ 0.01⇒ 1

n
≤ 0.000025

⇒ n ≥ 1

0.000025
⇒ n ≥ 40000

΄Ασκηση 2. Εφόσον Ϲητείται να αποδειχθεί ότι η ακολουθία τ.µ. Y1, Y2, ..., Yn συγκλίνει κατά
πιθανότητα στο 0, ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι ισχύει η σχέση:

lim
n→+∞

P (| Yn − 0 |≥ ε) = lim
n→+∞

P (| Yn |≥ ε) = 0⇒ P (| Yn |≥ ε)→ 0

(i) Για κάθε ε > 0 έχουµε:
P (| Yn − 0 |≥ ε) = P (| Yn |≥ ε) = 0

για όλα τα n µε 1
n < ε. ΄Αρα, τελικά είναι : P (| Yn |≥ ε)→ 0.

(ii) Εφόσον οι X1, X2, ..., Xn είναι ανεξάρτητες τ.µ., έχουµε:

• E[Yn] = E[X1] · E[X2] · ... · E[Xn] = 0 · 0 · ... · 0 = 0
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• V AR[Yn] = E[Y 2
n ] − (E[Yn])2 = E[Y 2

n ] − 02 = E[Y 2
n ] = E[X2

1 ] · E[X2
2 ] · ... · E[X2

n] =
(1−(−1))2

12 · (1−(−1))2

12 · ... · (1−(−1))2

12 = 4
12 ·

4
12 · ... ·

4
12 = ( 4

12)n = (1
3)n

Από τις παραπάνω σχέσεις, παρατηρούµε ότι ισχύει : V AR[Yn]→ 0.

Εφόσον όλες οι Yn έχουν κοινή µέση τιµή (ίση µε 0), κάνοντας χρήση της ανισότητας Cheby-
shev, έχουµε:

P (| Yn − µYn |≥ c) ≤
σ2
Yn

c2

µYn=0
⇒

σ2
Yn

=( 1
3

)n
P (| Yn − 0 |≥ c) ≤

(1
3)n

c2

c=ε⇒ P (| Yn |≥ ε) ≤
(1

3)n

ε2

΄Αρα, τελικά είναι : P (| Yn |≥ ε)→ 0.

΄Ασκηση 3.

(i) ΄Εστω Xi ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου την ϕορά i, i = 1, 2, ..., 400. Με ϐάση τα
δεδοµένα της άσκησης, έχουµε ότι :

• Οι Xi είναι ανεξάρτητες τ.µ.
• E[Xi] = 17.5 και σXi = 4

΄Αρα, για τη Ϲητούµενη πιθανότητα-µε χρήση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος-έχουµε:

P (Sn < 2 · 60 · 60) = P (Sn < 7200)
n=400

= P

(
S400 − 400 · 17.5

4
√

400
≤ 7200− 400 · 17.5

4
√

400

)
= P

(
S400 − 7000

80
≤ 7200− 7000

80

)
= P

(
S400 − 7000

80
≤ 200

80

)
= Φ(2.5) = 0.9938

(ii) ∆εδοµένου ότι ο Γιάννης δεν είναι προετοιµασµένος για το διαγώνισµα της προόδου του ΗΥ-
317 και απαντά κάθε ερώτηση στην τύχη, η πιθανότητα να επιλέξει την σωστή απάντηση είναι
1
10 (αφού κάθε multiple-choice ερωτηση έχει 10 δυνατές απαντήσεις).

Ορίζουµε τις τ.µ. Xi (i = 1, 2, ..., 50) ως εξής :

Xi =

{
3 µε πιθανότητα p = 1

10

−1 µε πιθανότητα 1− p = 9
10

Για τις τ.µ. Xi, έχουµε:

• E[Xi] = 3 · 1
10 − 1 · 9

10 = − 6
10 = −3

5

• V AR[Xi] = E[X2
i ]− (E[Xi])

2 = 32 · 1
10 + (−1)2 · 9

10 −
6
10 = 12

10 = 6
5

΄Αρα, η πιθανότητα να πάρει ο Γιάννης προβιβάσιµο µέσο όρο ϐαθµολογίας στην πρόοδο του
ΗΥ-317, ϑα είναι :

P

(
Sn
n
> 0.5

)
n=50
= P (S50 > 50 · 0.5) = P (S50 > 25)

= P

(
S50 − 50 · (−3

5)

50
√

6
5

>
25− 50 · (−3

5)

50
√

6
5

)

= P

(
S50 + 30

50
√

6
5

>
25 + 30

50
√

6
5

)
= P

(
S50 + 30

50
√

6
5

>
55

50
√

6
5

)

= P

(
S50 + 30

50
√

6
5

>
11

10
√

6
5

)
= 1− P

(
S50

50
√

6
5

≤ 11

10
√

6
5

)

= 1− Φ

(
11

10
√

6
5

)
= 1− Φ(1.0042) = 1− 0.8423 = 0.1577



Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - 2021/Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων 3

΄Ασκηση 4.

(i) ΄Εστω Sn = X1 +X2 + ...+Xn ο συνολικός αριθµός αντικειµένων που παράγονται σε n µέρες.
Με ϐάση τα δεδοµένα της άσκησης (Xn είναι ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες τ.µ. µε
µέση τιµή ίση µε 5 και διασπορά ίση µε 9), έχουµε:

•

E[Sn] = E[X1 +X2 + ...+Xn] = E[X1] + E[X2] + ...+ E[Xn]

= 5 + 5 + ..+ 5 = 5n

•

V AR[Sn] = V AR[X1 +X2 + ...+Xn] = V AR[X1] + V AR[X2] + ...+ V AR[Xn]

= 9 + 9 + ..+ 9 = 9n

•

σSn =
√
V AR[Sn] =

√
9n = 3

√
n

΄Αρα, για τη Ϲητούµενη προσέγγιση-µε χρήση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος-έχουµε:

P (S100 < 440) = P (S100 ≤ 439.5)
n=100

= P

(
S100 − 500

30
≤ 439.5− 500

30

)
= P

(
S100 − 500

30
≤ −2.0167

)
= Φ(−2.0167)

= 1− Φ(2.0167) = 1− 0.9781 = 0.0219

(ii) Εφαρµόζοντας το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, έχουµε:

P (X1 +X2 + ...+Xn ≥ 200 + 5n) ≤ 0.05⇒ P (Sn ≥ 200 + 5n) ≤ 0.05

⇒ P (
Sn − 5n

3
√
n
≥ 200 + 5n− 5n

3
√
n

) ≤ 0.05⇒ P

(
Sn − 5n

3
√
n
≥ 200

3
√
n

)
≤ 0.05

⇒ 1− P
(
Sn − 5n

3
√
n
≤ 200

3
√
n

)
≤ 0.05⇒ 1− Φ

(
200

3
√
n

)
≤ 0.05

⇒ Φ

(
200

3
√
n

)
≥ 0.95⇒ Φ

(
200

3
√
n

)
NormalTables

≥
Φ(1.65)≈0.95

Φ(1.65)

⇒ 200

3
√
n
≥ 1.65⇒

√
n ≤ 40.4040

⇒ n ≤ 1632.483216⇒ n ≤ 1632

(iii) Το γεγονός N ≥ 220 (δηλαδή, ότι χρειάζονται τουλάχιστον 220 ηµέρες ώστε ο συνολικός
αριθµός παραγόµενων αντικειµένων να υπερβαίνει τα 1000) είναι το ίδιο µε το γεγονός S219 ≤
1000 (δηλαδή, ότι δεν παρήχθησαν περισσότερα από 1000 αντικείµενα τις πρώτες 219 ηµέρες).

΄Ετσι, εφαρµόζοντας το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, έχουµε:

P (N ≥ 220) = P (S219 ≤ 1000) = P

(
S219 − 5 · 219

3
√

219
≤ 1000− 5 · 219

3
√

219

)
= P

(
S219 − 1095

3
√

219
≤ 1000− 1095

3
√

219

)
= P

(
S219 − 1095

3
√

219
≤ −95

3
√

219

)
= P

(
S219 − 1095

3
√

219
≤ −2.1398

)
= Φ(−2.1398)

= 1− Φ(2.1398) = 1− 0.9838 = 0.0162
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΄Ασκηση 5.

Στο σχήµα 1αʹ απεικονίζεται το ιστόγραµµα της οµοιόµορφης τ.µ. X1, για N = 1000 δείγµατα
και 20 bins στο διάστηµα [0, 1]. Στο σχήµα 1βʹ ϕαίνεται το ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου όρου
Mn, για n = 20 ανεξάρτητες οµοιόµορφες τ.µ. X1, X2, . . . , Xn που µοιάζει πλέον, όπως περιµέναµε
από τη ϑεωρία, να ακολουθεί κανονική κατανοµή γύρω από τη µέση τιµή µ = a+b

2 = 0+1
2 = 0.5 των

Xi. Το σχήµα 1γʹ αναπαριστά το ιστόγραµµα του µετασχηµατισµού Zn: Πρώτα έχουµε αφαιρέσει
από την Sn, ώστε να προκύψει η τ.µ. Sn − nµ µε µηδενική µέση τιµή και κατόπιν διαιρέσαµε µε
σ
√
n ώστε η διασπορά να γίνει ίση µε τη µονάδα. Τώρα, στο παραγόµενο ιστόγραµµα ϐλέπουµε

στην πράξη το Κεντρικό Οριακό ϑεώρηµα, που µας λέει ότι η ασυµπτωτική µορφή της Zn τείνει
οριακά στην Κανονική κατανοµή, Zn ∼ N(0, 1). Τέλος, στο σχήµα 1δʹ ϐλέπουµε τις εκτιµήσεις
της pdf του δειγµατικού µέσου όρου Mn µε χρήση ιστογράµµατος και κανονικής κατανοµής, όπου
γίνεται αντιληπτή η καλή προσέγγιση µεταξύ των δύο κατανοµών.

(αʹ) Η οµοιόµορφη τ.µ. X. (ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου όρουMXn.

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. ZXn.
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Illustration of the Central Limit Theorem

Sample Mean of n=20 I.I.D Random Variables: M
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)/n

(δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγµατικού µέσου
όρου MXn.

Σχήµα 1: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την οµοιόµορφη Τ.Μ.X για N = 1000, n = 20, nbins = 20.

Ανάλογα συµπεράσµατα εξάγονται και για τις εκθετικές τ.µ. Y1, Y2, . . . , Yn, µέσω των σχηµάτων
2αʹ, 2βʹ, 2γʹ, 2δʹ.

Αν αυξήσουµε των αριθµό των µεταβλητών από n = 20 σε n = 100 και αφήσουµε τις υπόλοιπες
παραµέτρους ως έχουν, παρατηρούµε στο παραγόµενο ιστόγραµµα 3βʹ ότι η διασπορά έχει µειωθεί
αισθητά και η κατανοµή της Mn έχει τον κύριο όγκο της πλέον πολύ κοντά στη µέση τιµή µ.
Επιβεβαιώνεται έτσι η σχετική ϑεωρία που µας λέει ότι καθώς n ⇒ ∞, η διασπορά Mn τείνει στο
∅. Στην εικόνα 3γʹ, µετά το µετασχηµατισµό, η διασπορά της Zn έχει και πάλι επανέλθει στην
τιµή 1 προσεγγίζοντας την κανονική κατανοµή. Τέλος, στο σχήµα 3δʹ ϐλέπουµε τις εκτιµήσεις της
pdf του δειγµατικού µέσου όρου Mn µε χρήση ιστογράµµατος και κανονικής κατανοµής, όπου
γίνεται σαφές ότι η διασπορά των κατανοµών µειώνεται όσο ο αριθµός των τ.µ. αυξάνει, διατηρώντας
παράλληλα την καλή προσέγγιση µεταξύ τους.
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(αʹ) Η εκθετική τ.µ. Y . (ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου όρουMY n.

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. ZY n.
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Illustration of the Central Limit Theorem

Sample Mean of n=20 I.I.D Random Variables: M
n
=(X

1
+X
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n
)/n

Gaussian PDF Estimate of M
n
=(X

1
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)/n

(δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγµατικού µέσου
όρου MY n.

Σχήµα 2: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την εκθετική Τ.Μ. Y για N = 1000, n = 20, nbins = 20.

Ανάλογα συµπεράσµατα εξάγονται και για τις εκθετικές τ.µ. Y1, Y2, . . . , Yn, µέσω των σχηµάτων
4αʹ, 4βʹ, 4γʹ, 4δʹ.

Αν αυξήσουµε των αριθµό των bins από 20 σε 100 και αφήσουµε τις υπόλοιπες παραµέτρους
ως έχουν, η µόνη διαφορά που παρατηρούµε στα παραγόµενα ιστογράµµατα είναι προφανώς µόνο
η µείωση στη συχνότητα εµφάνισης στην εκάστοτε περιοχή τιµών (άξονας y). Τα ιστογράµµατα
ακολουθούν κατά τα άλλα τις ίδιες κατανοµές µε αυξηµένο αριθµό bins, και δεν παρατηρείται
καµία αλλαγή ως προς τη µέση τιµή ή τη διασπορά. Η αύξηση του αριθµού των bins από 20 σε 100
έχει ως αποτέλεσµα η αντίστοιχη εκτίµηση της pdf που προκύπτει να αποκλίνει περισσότερο από
την κανονική. Τα σχετικά γραφήµατα ϕαίνονται στα σχήµατα 5 και 6 για την οµοιόµορφη και την
εκθετική κατανοµή αντίστοιχα.

Αν αυξήσουµε των αριθµό των δειγµάτων από N = 1000 σε N = 10000 και αφήσουµε τις υ-
πόλοιπες παραµέτρους ως έχουν, η µόνη διαφορά που παρατηρούµε στα παραγόµενα ιστογράµµατα
είναι προφανώς µόνο η αύξηση στη συχνότητα εµφάνισης στην εκάστοτε περιοχή τιµών (άξονας y).
∆εν παρατηρείται καµία αλλαγή ως προς τη µέση τιµή ή τη διασπορά. Η αύξηση του αριθµού των
δειγµάτων από N = 1000 σε N = 10000 έχει ως αποτέλεσµα η αντίστοιχη εκτίµηση της pdf που
προκύπτει να συγκλίνει περισσότερο στην κανονική. Τα σχετικά γραφήµατα ϕαίνονται στα σχήµατα
7 και 8 για την οµοιόµορφη και την εκθετική κατανοµή αντίστοιχα.
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(αʹ) Η οµοιόµορφη τ.µ. X. (ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου όρουMXn.

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. ZXn.
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Illustration of the Central Limit Theorem

Sample Mean of n=100 I.I.D Random Variables: M
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Gaussian PDF Estimate of M
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(δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγµατικού µέσου
όρου MXn.

Σχήµα 3: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την οµοιόµορφη Τ.Μ.X γιαN = 1000, n = 100, nbins = 20.
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(αʹ) Η εκθετική τ.µ. Y . (ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου όρουMY n.

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. ZY n.
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Illustration of the Central Limit Theorem

Sample Mean of n=100 I.I.D Random Variables: M
n
=(X

1
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)/n

Gaussian PDF Estimate of M
n
=(X

1
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)/n

(δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγµατικού µέσου
όρου MY n.

Σχήµα 4: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την εκθετική Τ.Μ. Y για N = 1000, n = 100, nbins = 20.
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(αʹ) Η οµοιόµορφη τ.µ. X. (ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου όρουMXn.

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. ZXn.
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Illustration of the Central Limit Theorem

Sample Mean of n=20 I.I.D Random Variables: M
n
=(X

1
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n
)/n

Gaussian PDF Estimate of M
n
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(δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγµατικού µέσου
όρου MXn.

Σχήµα 5: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την οµοιόµορφη Τ.Μ.X για N = 1000, n = 20, nbins = 20.
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Σχήµα 6: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την εκθετική Τ.Μ. Y για N = 1000, n = 20, nbins = 20.
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Σχήµα 7: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την οµοιόµορφη Τ.Μ.X γιαN = 10000, n = 20, nbins = 20.
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Illustration of the Central Limit Theorem
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(δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγµατικού µέσου
όρου MY n.

Σχήµα 8: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την εκθετική Τ.Μ. Y για N = 10000, n = 20, nbins = 20.


