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΄Ασκηση 1.

αʹ) Το σενάριο όπου κουνούπια ανεξάρτητα προσγειώνονται πάνω σας, µπορεί να µοντελοποιηθεί

ως µια στοχαστική διαδικασία X1, X2, . . . ανεξάρτητων τ.µ. Bernoulli µε κάθε δοκιµή Xi να

αποτελεί το γεγονός όπου ένα κουνούπι προσγειώνεται πάνω σας µε πιθανότητα p:

pXi
(x) =

{

0.2, x = 1

0.8, x = 0

Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι ο χρόνος T µέχρι την πρώτη επιτυχία σε µια στοχαστική διαδι-

κασία Bernoulli µοντελοποιείται ως µια Γεωµετρική τ.µ. µε παράµετρο p, άρα η Ϲητούµενη

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για το χρόνο µέχρι να προσγειωθεί πάνω σας το πρώτο

κουνούπι ϑα είναι Γεωµετρική µε p = 0.2:

pT (t) =

{

(1− p)t−1 · p = (1− 0.2)t−1 · 0.2 = (0.8)t−1 · 0.2, t ≥ 1

0, αλλιώς

ϐʹ) Η µέση τιµή της Γεωµετρικής µε παράµετρο p είναι 1
p
, εποµένως ο µέσος χρόνος µέχρι να σας

τσιµπήσει κουνούπι πρώτη ϕορά ϑα είναι 1
0.2 = 5 δευτερόλεπτα.

γʹ) Επειδή η διαδικασία Bernoulli δεν έχει µνήµη, δεν έχει σηµασία πότε σας τσίµπησε πρώτη

ϕορά ένα κουνούπι και αν αυτό έγινε το 1ο δευτερόλεπτο, το 2ο, το 20ο ή το 200ο. Εποµένως, η

µέση τιµή του χρόνου µετρώντας από τη στιγµή t = 10 ϑα είναι και πάλι 1
0.2 = 5 δευτερόλεπτα.

΄Ασκηση 2.

αʹ) Το X1 ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε λ = 2 εποµένως µπορούµε να γράψουµε:

P (X1 > 0.5) = e−(2∗0.5) ≈ 0.37

ϐʹ) P (X1 > 3|X1 > 1) = P (καµία άφιξη στο (1, 3]|καµία άφιξη στο (0, 1]) = P (καµία άφιξη στο

(1, 3])e−2∗2 ≈ 0.0183

γʹ) Ο χρόνος µεταξυ της τρίτης και της τέταρτης άφιξης συµβολίζεται µε X4 και ακολουθεί εκθε-

τική κατανοµή µε λ=2. Συνεπώς έχουµε:

P (X4 > 2|X1 +X2 +X3 = 2) = P (X4 > 2) = e−2∗2 ≈ 0.0183

δʹ) Την στιγµή t = 10 που ξεκινάµε να παρακολουθούµε την διαδικασία, έχουµε µία διαδικασία

Poisson. Ο χρόνος της πρώτης άφιξης από την στιγµή t = 10 ακολουθεί εκθετική κατανοµή

µε λ=2. ΄Εποµένως έχουµε:

T = 10 +X
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µε το X να ακολουθεί και αυτό εκθετική κατανοµή µε λ=2. ΄Εχουµε:

E[T ] = 10 + E[X] = 10 + 1
2 = 21

2

var(T ) = var(X) = 1
4

εʹ) Οι αφίξεις πριν την στιγµή t = 10 είναι ανεξάρτητες από τις αφίξεις µετά την στιγµή t = 10.

Οπότε, το γεγονός ότι ξέρουµε πως η τελευταία άφιξη προέκυψε την στιγµή t = 9 δεν επηρεάζει

την κατανοµή της πρώτης άφιξης µετά την στιγµή t = 10.

Θεωρούµε Α το γεγονός πως η πρώτη άφιξη συνέβει την στιγµή t = 9, µπορούµε να γράψουµε:

E[T |A] = E[T ] = 21
2

var(T |A) = var(T ) = 1
4

΄Ασκηση 3.

αʹ) Για να ταξιδεύσει ο 2ος επιβάτης του καταλόγου αναµονής, ϑα πρέπει να µην προσέλθουν

τουλάχιστον 2 από τους επιβάτες που ήταν προγραµµατισµένο να πετάξουν. ΄Αρα, η Ϲητούµενη

πιθανότητα ϑα είναι :

P (X ≥ 2) = 1− P (X < 2) = 1− P (X = 0)− P (X = 1) = 1− 0.0183− 0.0733 = 0.9084

ϐʹ) Για να ταξιδεύσει ο 5ος επιβάτης του καταλόγου αναµονής, ϑα πρέπει να µην προσέλθουν

τουλάχιστον 5 από τους επιβάτες που ήταν προγραµµατισµένο να πετάξουν. ΄Αρα, η Ϲητούµενη

πιθανότητα ϑα είναι :

P (X ≥ 5) = 1−
∑4

x=0 P (X = x) = 1−
∑4

x=0 e
−4 4x

x!

΄Ασκηση 4.

αʹ) Τα διαγωνίσµατα στα οποία αποτυγχάνει ο Μανώλης ακολουθούν µια στοχαστική διαδικασία

Bernoulli µε παράµετρο p = 2
3 . Ο αριθµός των k = 3 αποτυχιών σε n = 5 ανεξάρτητα διαγω-

νίσµατα ορίζεται ως µια ∆ιωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους p, n και η Ϲητούµενη

πιθανότητα δίδεται ως :

pK(k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k =

(

5

3

)

p3(1− p)2 =
5!

3!2!

(

2

3

)3(1

3

)2

.

ϐʹ) Ο αναµενόµενος µέσος αριθµός διαγωνισµάτων µέχρι την τέταρτη αποτυχία είναι η µέση τιµή

µιας Pascal τυχαίας µεταβλητής Yk τάξεως k = 4 µε παράµετρο p = 2
3 : E[Yk] = k

p
=

4
2

3

= 6. Αφαιρώντας τον αριθµό των αποτυχιών, έχουµε ότι ο αναµενόµενος αριθµός των

διαγωνισµάτων που ϑα έχει περάσει ο Μανώλης πριν αποτύχει τρεις ϕορές ϑα είναι τελικά

6− 4 = 2 διαγωνίσµατα.

γʹ) Το γεγονός που µας ενδιαφέρει είναι η τοµή των ακόλουθων τριών ανεξάρτητων γεγονότων :

A = {Ο Μανώλης αποτυγχάνει σε ακριβώς 1 από τα 5 πρώτα διαγωνίσµατα}
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B = {Ο Μανώλης αποτυγχάνει στο 6o διαγώνισµα}

Γ = {Ο Μανώλης αποτυγχάνει στο 7o διαγώνισµα}

΄Εχουµε

P (A) =

(

5

1

)(

2

3

)(

1

3

)4

, P (B) = P (Γ) =
2

3
,

έτσι η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

P (A ∩B ∩ Γ) = 5

(

2

3

)3(1

3

)4

.

δʹ) ΄Εστω ∆ το γεγονός ότι ο Μανώλης αποτυγχάνει σε τρία διαγωνίσµατα στη σειρά πριν περάσει

δύο διαγωνίσµατα στη σειρά. ΄Εστω E τα διαγωνίσµατα που έχει περάσει και A τα διαγωνίσµατα

στα οποία έχει αποτύχει αντίστοιχα. ΄Εχουµε λοιπόν :

P (∆) = P (AAA ∪ EAAA ∪AEAAA ∪ EAEAAA ∪AEAEAAA ∪ EAEAEAAA ∪ · · · )

= P (AAA) + P (EAAA) + P (AEAAA) + P (EAEAAA) + P (AEAEAAA)

+P (EAEAEAAA)

=

(

2

3

)3

+
1

3
·

(

2

3

)3

+
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+
1

3
·
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+
2

3
·
1

3
·
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+
1

3
·
2

3
·
1

3
·
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+ · · ·

=

[

(

2

3

)3

+
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+
2

3
·
1

3
·
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+ · · ·

]

+

[

1

3
·

(

2

3

)3

+
1

3
·
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+
1

3
·
2

3
·
1

3
·
2

3
·
1

3
·

(

2

3

)3

+ · · ·

]

.

΄Ετσι, P (∆) είναι το άθροισµα δύο άπειρων γεωµετρικών σειρών και

P (∆) =

(

2
3

)2

1− 2
3 · 1

3

+
1
3 ·

(

2
3

)2

1− 1
3 · 2

3

=
16

21
.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω X ο αριθµός των διαφορετικών ειδών πίτσας. Θεωρούµε Xi µία τυχαία µεταβλητή,

όπου:

Xi =

{

1, εάν το είδος πίτσας i παραγγέλνεται από τουλάχιστον έναν πελάτη

0, αλλιώς

΄Εχουµε X = X1 + ...+Xn και E[X] = nE[X1]

Μπορούµε να σκεφτούµε ότι οι πελάτες ϕτάνουν µε µία διαδικασία Poisson και κάθε πελάτης,

ανεξάρτητα, αποφασίζει εάν ϑα παραγγείλει µία πίτσα τύπου 1 (µε πιθανότητα 1
n

ή όχι. Αυτή είναι

µία διαδικασία διάσπασης της Poisson και ο αριθµός παραγγελιών πίτσας τύπου 1 ορίζεται ως Y1,

και είναι µία τυχαία µεταβλητή Poisson µε παράµετρο λ
n

. Συνεπώς:

E[X1] = P (Y1 > 0) = 1− P (Y1 = 0) = 1− e
−λ

n
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εποµένως :

E[X] = nE[X1] = n(1− e
−λ

n )

΄Ασκηση 6.

αʹ) Θεωρώντας ένα πολύ µικρό χρονικό διάστηµα δ έχουµε:

P (A) = P ({εργασία από Β} | {υποβάλλεται κάποια εργασία})

=
P (υποβάλλεται εργασία από τον Β)

P (υποβάλλεται κάποια εργασία)

=
βδ

(α+ β)δ

=
β

α+ β

Συνεπώς,

P (ακριβώς 10 από τις επόµενες 15 εργασίες από τον Β) =

(

15

10

)(

β

α+ β

)10(
α

α+ β

)5

ϐʹ) Το ερώτηµα αφορά τη συνδυασµένη διαδικασία υποβολής εργασιών από τους πελάτες Α και Β,

η οποία έχει ϱυθµό α+β. Με άλλα λόγια, Ϲητείται η πιθανότητα P (5, t) για ϱυθµό λ = α+β,

η οποία είναι :

((α+ β)t)5e−(α+β)t

5!

γʹ) Χρησιµοποιώντας τη συνδυασµένη διαδικασία έχουµε:

{M = m} = {m υποβολές από τον Α σε σύνολο m + 3 υποβολών ΚΑΙ η (m + 4)-η υποβολή

είναι από τον Β }.

Από την ιδιότητα έλλειψης µνήµης της διαδικασίας Poisson προκύπτει ότι :

P (M = m) = P (m υποβολές από τον Α σε σύνολο m+ 3 υποβολών )×

×P ( η (m+ 4)-η υποβολή είναι από τον Β)

pM (m) =

(

m+ 3

m

)(

β

α+ β

)4(
α

α+ β

)m

, m = 0, 1, 2, . . .

Για την εύρεση της µέσης τιµής και της διασποράς της Μ µπορούµε είτε να χρησιµοποιήσουµε

απ΄ ευθείας την PMF που υπολογίσαµε προηγουµένως, είτε να παρατηρήσουµε ότι :

M = X1 +X2 + · · ·+X4

όπου Xi είναι τυχαία µεταβλητή που περιγράφει τον αριθµό των υποβολών του Α µεταξύ της

(i−1)-οστής και i-οστής υποβολής του Β. Μπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι οι Xi είναι

i.i.d. τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν γεωµετρική κατανοµή µετατοπισµένη κατά 1, µε

παράµετρο p = 1− P (A) =
(

β
α+β

)

.

΄Αρα,

E[M ] = 4E[X] = 4

(

α+ β

β
− 1

)

=
4α

β
, var(M) = 16var(X) =

16α(α+ β)

β2
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δʹ) P ( υποβολή εργασίας µε 1 πρόγραµµα ) = P ( υποβολή εργασίας µε 2 προγράµµατα ) =
P ( υποβολή εργασίας µε 3 προγράµµατα ) = P ( υποβολή εργασίας µε 4 προγράµµατα ) = 1

4 .
΄Εχουµε λοιπόν :

P (οι πρώτες 3 εργασίες έχουν ίδιο αριθµό προγραµµάτων) =

P (οι πρώτες 3 εργασίες έχουν 1 πρόγραµµα) +

P (οι πρώτες 3 εργασίες έχουν 2 προγράµµατα) +

P (οι πρώτες 3 εργασίες έχουν 3 προγράµµατα) +

P (οι πρώτες 3 εργασίες έχουν 4 προγράµµατα) =

4

(
1

4

)4

=

1

64
.

εʹ) Μπορούµε να ϕτάσουµε εύκολα στην απάντηση του ερωτήµατος χρησιµοποιώντας διαίρεση
της διαδικασίας Poisson. ∆ηµιουργούµε µια νέα διαίρεση της διαδικασίας του πελάτη Α, οι
αφίξεις της οποίας αντιστοιχούν σε εργασίες του Α που περιλαµβάνουν 4 προγράµµατα. Η
νέα διαδικασία έχει ϱυθµό:

P (η εργασία έχει 4 προγράµµατα)× (αρχικός ϱυθµός) =
1

4
α.

οπότε η X είναι Erlang τυχαία µεταβλητή 7ης τάξης µε παράµετρο
(
1
4α
)
και συνεπώς, η PDF

της είναι :

fX(x) =

(
1
4α
)7
x6e−

1
4
αx

6!
, x ≥ 0.

΄Ασκηση 7.

Θεωρούµε M το συνολικό αριθµό χαρτιών που τραβάµε από το συρτάρι µέχρι να Ϲωγραφίσουµε
και τις n κόλλες. ΄Εστω Ti να είναι ο αριθµός των χαρτιών που τραβάµε µέχρι να τραβήξουµε την
επόµενη µη Ϲωγραφισµένη κόλλα, αφού έχουµε Ϲωγραφίσει i κόλλες. Τότε M = T0 + ...+ Tn−1.
Μπορούµε να ϑεωρήσουµε την διαδικασία του να τραβάµε την επόµενη κενή κόλλα αφού έχουµε
Ϲωγραφίσει i κόλλες, ως µία ακολουθία Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας pi = n−i

n , εφόσον υπάρ-
χουν n − i κενές σελίδες από το σύνολο n σελιδών. Κάθε ϕύλλο χαρτιού έχει την ίδια ανεξάρτητη
πιθανότητα να επιλεγεί από το συρτάρι. Η διαδικασία τραβήγµατος ϕύλλων χαρτιού από το συρτάρι
µέχρι να πετύχουµε την επόµενη κενή κόλλα, αφού έχουµε Ϲωγραφίσει i κόλλες, ακολουθεί γεωµε-
τρική πρόοδο.
Η πιθανότητα να χρειαστούµε k προσπάθειες µέχρι να τραβήξουµε την επόµενη κενή κόλλα, αφού
έχουµε Ϲωγραφίσει i κόλλες είναι :

P (Ti = k) = (1− pi)k−1pi

Η αναµενόµενη τιµή του M είναι :

E[M ] = E[
∑n−1

i=0 Ti] =
∑n−1

i=0 E[Ti] =
∑n−1

i=0
n
n−i = n

∑n
k=1

1
k

΄Ασκηση 8.

α΄) Στο παρακάτω γράφηµα ϐλέπουµε την διαδικασία Poisson που ακολουθεί η πτώση αστεριών.
Η γραµµή στο κάτω µέρος του γραφήµατος συµβολίζει τα δευτερόλεπτα όπου δεν πέφτει κάποιο
αστέρι.
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ϐ΄) Χρησιµοποιούµε την συνάρτηση mean() για να υπολογίσουµε την µέση τιµή, την συνάρτηση

std() για την τυπική απόκλιση και την std()2 για την διακύµανση.

γ΄) Παρακάτω µπορούµε να δούµε γραφικά την κατανοµή που δηµιουργήσαµε και τα δεδοµένα

της κατανοµής που δηµιουργεί η έτοιµη συνάρτηση poispdf(). Παρατηρούµε ότι τα δεδοµένα της

προσοµοιωµένης κατανοµής είναι αρκετά κοντά στην κατανοµή που µας δίνει η έτοιµη συνάρτηση.

δ΄) Παρακάτω µπορούµε να δούµε το γράφηµα της διαδικασίας Poisson και της διωνυµικής κατα-

νοµής, η οποία συµβολίζεται µε ΄+΄.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org
Stamp


