
Πανεπιστήµιο Κρήτης - Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών
Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - Τελική Εξέταση

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης
7 Ιουνίου 2021 - ∆ιάρκεια: 1.5 ΄Ωρα (+20 λεπτά)

Θέµα 1 - 60 µονάδες.

Θεωρήστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα µε τον ακόλουθο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης :

P =



0.5 0.5 0 0 0 0 0
0.5 0.4 0.1 0 0 0 0
0 0.6 0.4 0 0 0 0
0 0 0.2 0.4 0.2 0.2 0
0 0 0 0.7 0 0 0.3
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0


.

(α) (12 µονάδες) ∆ώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας. Αναγνωρίστε τις έµµονες (επαναληπτικές)
και τις µεταβατικές καταστάσεις. Επίσης, προσδιορίστε τις κλάσεις επικοινωνίας και ϐρείτε αν και
ποιες από αυτές είναι περιοδικές.

(ϐ) (5 µονάδες) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (X1005 = 3 | X1002 = 1).

(γ) (10 µονάδες) Υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες (στατική κατανοµή) δεδοµένου ότι η διαδικασία
αρχίζει στην κατάσταση 1; Εάν ναι, ποιές είναι αυτές ;

(δ) (8 µονάδες) Υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες (στατική κατανοµή) δεδοµένου ότι η διαδικασία
αρχίζει στην κατάσταση 6; Εάν ναι, ποιές είναι αυτές ;

(ε) (5 µονάδες) Υποθέστε ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 1, αλλά αρχίζουµε να την παρα-
τηρούµε αφού ϕτάσει στην κατάσταση ισορροπίας (σε ϐάθος χρόνου). Βρείτε την πιθανότητα ότι η
κατάσταση αυξάνεται κατά ένα κατά τη διάρκεια της πρώτης µετάβασης που παρατηρούµε.

(στ) (20 µονάδες) Υποθέστε ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 4.

(στ-i) (10 µονάδες) Για κάθε κλάση επικοινωνίας, υπολογίστε την πιθανότητα ότι το σύστηµα α-
πορροφάται από την κλάση αυτή.

(στ-ii) (10 µονάδες) Ποιος είναι ο µέσος χρόνος απορροφήσεως του συστήµατος ;
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Λύση

(α) Το γράφηµα της αλυσίδας απεικονίζεται στο Σχήµα 1:

Σχήµα 1: Το διάγραµµα καταστάσεων για το Θέµα 1.

Παρατηρούµε ότι οι καταστάσεις 4 και 5 είναι µεταβατικές, και όλες οι υπόλοιπες έµµονες. Υπάρ-
χουν 2 κλάσεις επικοινωνίας :

• Η {1, 2, 3}, που είναι µη-περιοδική

• Η {6, 7}, που είναι περιοδική

(ϐ) Υπάρχουν 3 ξεχωριστές διαδροµές (ακολουθίες ϐηµάτων) για να πάω από την κατάσταση 1 στην
κατάσταση 3 σε 3 ϐήµατα:

• 1→ 1→ 2→ 3

• 1→ 2→ 2→ 3

• 1→ 2→ 3→ 3

Εποµένως, έχουµε:

P (X1005 = 3 | X1002 = 1) = p11 · p12 · p23 + p12 · p22 · p23 + p12 · p23 · p33
= 0.5 · 0.5 · 0.1 + 0.5 · 0.4 · 0.1 + 0.5 · 0.1 · 0.4
= 0.065

(γ) ΄Οταν το σύστηµα αρχίζει στην κατάσταση 1, µένει µέσα στη µη-περιοδική κλάση {1, 2, 3}, και
εποµένως υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες. Τις υπολογίζουµε λύνοντας το σύστηµα των τοπικών
εξισώσεων ισορροπίας, καθώς η κλάση {1, 2, 3} αποτελεί µία αλυσίδα γεννήσεως-ϑανάτου:{

1
2π1 =

1
2π2

1
10π2 =

6
10π3

⇒

{
π1 = π2

π2 = 6 · π3
Επίσης, είναι : π1 + π2 + π3 = 1. ΄Αρα, τελικά έχουµε:

π1 =
6
13

π2 =
6
13

π3 =
1
13
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(δ) Η κλάση {6, 7} είναι περιοδική, και εποµένως δεν υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες.

(ε) Η πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνεται κατά 1 είναι :

1

2
π1 +

1

10
π2 =

1

2
· 6
13

+
1

10
· 6
13

=
18

65

(στ) ΄Εστω ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 4.

(στ-i) Υπολογίζουµε πρώτα τις πιθανότητες απορρόφησης, α4 και α5, του συστήµατος από την κλάση
{1, 2, 3}, δεδοµένου ότι ξεκινά από τις καταστάσεις 4 και 5 αντίστοιχα:{

α4 = 0.2 · 1 + 0.4 · α4 + 0.2 · α5

α5 = 0.7 · α4

⇒

{
α4 =

10
23

α5 =
7
23

Εποµένως, η πιθανότητα απορρόφησης του συστήµατος από την κλάση {6, 7} όταν ξεκινά από
την 4 είναι : 1− α4 =

13
23 .

(στ-ii) Οι µέσοι χρόνοι απορροφήσεως του συστήµατος είναι :{
µ4 = 1 + 0.4 · µ4 + 0.2 · µ5
µ5 = 1 + 0.7 · µ4

΄Αρα, τελικά είναι : µ4 = 60
23 και µ5 = 65

23 .
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Θέµα 1 - 60 µονάδες.

Θεωρήστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα µε τον ακόλουθο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης :

P =



0.6 0.4 0 0 0 0 0
0.6 0.3 0.1 0 0 0 0
0 0.7 0.3 0 0 0 0
0 0 0.15 0.35 0.25 0.25 0
0 0 0 0.6 0 0 0.4
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0


.

(α) (12 µονάδες) ∆ώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας. Αναγνωρίστε τις έµµονες (επαναληπτικές)
και τις µεταβατικές καταστάσεις. Επίσης, προσδιορίστε τις κλάσεις επικοινωνίας και ϐρείτε αν και
ποιες από αυτές είναι περιοδικές.

(ϐ) (5 µονάδες) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (X1004 = 1 | X1001 = 3).

(γ) (10 µονάδες) Υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες (στατική κατανοµή) δεδοµένου ότι η διαδικασία
αρχίζει στην κατάσταση 1; Εάν ναι, ποιές είναι αυτές ;

(δ) (8 µονάδες) Υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες (στατική κατανοµή) δεδοµένου ότι η διαδικασία
αρχίζει στην κατάσταση 6; Εάν ναι, ποιές είναι αυτές ;

(ε) (5 µονάδες) Υποθέστε ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 1, αλλά αρχίζουµε να την παρα-
τηρούµε αφού ϕτάσει στην κατάσταση ισορροπίας (σε ϐάθος χρόνου). Βρείτε την πιθανότητα ότι η
κατάσταση αυξάνεται κατά ένα κατά τη διάρκεια της πρώτης µετάβασης που παρατηρούµε.

(στ) (20 µονάδες) Υποθέστε ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 4.

(στ-i) (10 µονάδες) Για κάθε κλάση επικοινωνίας, υπολογίστε την πιθανότητα ότι το σύστηµα α-
πορροφάται από την κλάση αυτή.

(στ-ii) (10 µονάδες) Ποιος είναι ο µέσος χρόνος απορροφήσεως του συστήµατος ;
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Λύση

(α) Το γράφηµα της αλυσίδας απεικονίζεται στο Σχήµα 2:

Σχήµα 2: Το διάγραµµα καταστάσεων για το Θέµα 1.

Παρατηρούµε ότι οι καταστάσεις 4 και 5 είναι µεταβατικές, και όλες οι υπόλοιπες έµµονες. Υπάρ-
χουν 2 κλάσεις επικοινωνίας :

• Η {1, 2, 3}, που είναι µη-περιοδική

• Η {6, 7}, που είναι περιοδική

(ϐ) Υπάρχουν 3 ξεχωριστές διαδροµές (ακολουθίες ϐηµάτων) για να πάω από την κατάσταση 3 στην
κατάσταση 1 σε 3 ϐήµατα:

• 3→ 3→ 2→ 1

• 3→ 2→ 2→ 1

• 3→ 2→ 1→ 1

Εποµένως, έχουµε:

P (X1004 = 1 | X1001 = 3) = p32 · p21 · p11 + p32 · p22 · p21 + p33 · p32 · p21
= 0.7 · 0.6 · 0.6 + 0.7 · 0.3 · 0.6 + 0.3 · 0.7 · 0.6
= 0.504

(γ) ΄Οταν το σύστηµα αρχίζει στην κατάσταση 1, µένει µέσα στη µη-περιοδική κλάση {1, 2, 3}, και
εποµένως υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες. Τις υπολογίζουµε λύνοντας το σύστηµα των τοπικών
εξισώσεων ισορροπίας, καθώς η κλάση {1, 2, 3} αποτελεί µία αλυσίδα γεννήσεως-ϑανάτου:{

4
10π1 =

6
10π2

7
10π3 =

1
10π2

⇒

{
π1 =

3
2 · π2

π3 =
1
7 · π2

Επίσης, είναι : π1 + π2 + π3 = 1. ΄Αρα, τελικά έχουµε:
π1 =

21
37

π2 =
14
37

π3 =
2
37

(δ) Η κλάση {6, 7} είναι περιοδική, και εποµένως δεν υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες.
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(ε) Η πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνεται κατά 1 είναι :

4

10
π1 +

1

10
π2 =

4

10
· 21
37

+
1

10
· 14
37

=
49

185

(στ) ΄Εστω ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 4.

(στ-i) Υπολογίζουµε πρώτα τις πιθανότητες απορρόφησης, α4 και α5, του συστήµατος από την κλάση
{1, 2, 3}, δεδοµένου ότι ξεκινά από τις καταστάσεις 4 και 5 αντίστοιχα:{

α4 = 0.15 · 1 + 0.35 · α4 + 0.25 · α5

α5 = 0.6 · α4

⇒

{
α4 =

3
10

α5 =
9
50

Εποµένως, η πιθανότητα απορρόφησης του συστήµατος από την κλάση {6, 7} όταν ξεκινά από
την 4 είναι : 1− α4 =

7
10 .

(στ-ii) Οι µέσοι χρόνοι απορροφήσεως του συστήµατος είναι :{
µ4 = 1 + 0.35 · µ4 + 0.25 · µ5
µ5 = 1 + 0.6 · µ4

΄Αρα, τελικά είναι : µ4 = 5
2 και µ5 = 5

2 .
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Θέµα 1 - 60 µονάδες.

Θεωρήστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα µε τον ακόλουθο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης :

P =



0.4 0.6 0 0 0 0 0
0.4 0.2 0.4 0 0 0 0
0 0.5 0.5 0 0 0 0
0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0
0 0 0 0.5 0 0 0.5
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0


.

(α) (12 µονάδες) ∆ώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας. Αναγνωρίστε τις έµµονες (επαναληπτικές)
και τις µεταβατικές καταστάσεις. Επίσης, προσδιορίστε τις κλάσεις επικοινωνίας και ϐρείτε αν και
ποιες από αυτές είναι περιοδικές.

(ϐ) (5 µονάδες) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (X1003 = 3 | X1000 = 2).

(γ) (10 µονάδες) Υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες (στατική κατανοµή) δεδοµένου ότι η διαδικασία
αρχίζει στην κατάσταση 1; Εάν ναι, ποιές είναι αυτές ;

(δ) (8 µονάδες) Υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες (στατική κατανοµή) δεδοµένου ότι η διαδικασία
αρχίζει στην κατάσταση 6; Εάν ναι, ποιές είναι αυτές ;

(ε) (5 µονάδες) Υποθέστε ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 1, αλλά αρχίζουµε να την παρα-
τηρούµε αφού ϕτάσει στην κατάσταση ισορροπίας (σε ϐάθος χρόνου). Βρείτε την πιθανότητα ότι η
κατάσταση αυξάνεται κατά ένα κατά τη διάρκεια της πρώτης µετάβασης που παρατηρούµε.

(στ) (20 µονάδες) Υποθέστε ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 4.

(στ-i) (10 µονάδες) Για κάθε κλάση επικοινωνίας, υπολογίστε την πιθανότητα ότι το σύστηµα α-
πορροφάται από την κλάση αυτή.

(στ-ii) (10 µονάδες) Ποιος είναι ο µέσος χρόνος απορροφήσεως του συστήµατος ;
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Λύση

(α) Το γράφηµα της αλυσίδας απεικονίζεται στο Σχήµα 3:

Σχήµα 3: Το διάγραµµα καταστάσεων για το Θέµα 1.

Παρατηρούµε ότι οι καταστάσεις 4 και 5 είναι µεταβατικές, και όλες οι υπόλοιπες έµµονες. Υπάρ-
χουν 2 κλάσεις επικοινωνίας :

• Η {1, 2, 3}, που είναι µη-περιοδική

• Η {6, 7}, που είναι περιοδική

(ϐ) Υπάρχουν 5 ξεχωριστές διαδροµές (ακολουθίες ϐηµάτων) για να πάω από την κατάσταση 2 στην
κατάσταση 3 σε 3 ϐήµατα:

• 2→ 1→ 2→ 3

• 2→ 2→ 2→ 3

• 2→ 3→ 2→ 3

• 2→ 2→ 3→ 3

• 2→ 3→ 3→ 3

Εποµένως, έχουµε:

P (X1003 = 3 | X1000 = 2) = p21 · p12 · p23 + p22 · p22 · p23 + p23 · p32 · p23 + p22 · p23 · p33 + p23 · p33 · p33
= 0.4 · 0.6 · 0.4 + 0.2 · 0.2 · 0.4 + 0.4 · 0.5 · 0.4 + 0.2 · 0.4 · 0.5 + 0.4 · 0.5 · 0.5
= 0.332

(γ) ΄Οταν το σύστηµα αρχίζει στην κατάσταση 1, µένει µέσα στη µη-περιοδική κλάση {1, 2, 3}, και
εποµένως υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες. Τις υπολογίζουµε λύνοντας το σύστηµα των τοπικών
εξισώσεων ισορροπίας, καθώς η κλάση {1, 2, 3} αποτελεί µία αλυσίδα γεννήσεως-ϑανάτου:{

6
10π1 =

4
10π2

5
10π3 =

4
10π2

⇒

{
π1 =

4
6 · π2

π3 =
4
5 · π2
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Επίσης, είναι : π1 + π2 + π3 = 1. ΄Αρα, τελικά έχουµε:
π1 =

10
37

π2 =
15
37

π3 =
12
37

(δ) Η κλάση {6, 7} είναι περιοδική, και εποµένως δεν υπάρχουν οι στατικές πιθανότητες.

(ε) Η πιθανότητα ότι η κατάσταση αυξάνεται κατά 1 είναι :

6

10
π1 +

4

10
π2 =

6

10
· 10
37

+
4

10
· 15
37

=
105

370

(στ) ΄Εστω ότι η διαδικασία αρχίζει στην κατάσταση 4.

(στ-i) Υπολογίζουµε πρώτα τις πιθανότητες απορρόφησης, α4 και α5, του συστήµατος από την κλάση
{6, 7}, δεδοµένου ότι ξεκινά από τις καταστάσεις 4 και 5 αντίστοιχα:{

α4 = 0.2 · α4 + 0.3 · α5 + 0.4 · 1
α5 = 0.5 · α4 + 0.5 · 1

⇒

{
α4 =

11
13

α5 =
12
13

Εποµένως, η πιθανότητα απορρόφησης του συστήµατος από την κλάση {1, 2, 3} όταν ξεκινά
από την 4 είναι : 1− α4 =

2
13 .

(στ-ii) Οι µέσοι χρόνοι απορροφήσεως του συστήµατος είναι :{
µ4 = 1 + 0.2 · µ4 + 0.3 · µ5
µ5 = 1 + 0.5 · µ4

΄Αρα, τελικά είναι : µ4 = 2 και µ5 = 2.
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Θέµα 2 - 40 µονάδες.

΄Ενα δίκαιο πεντάεδρο Ϲάρι ϱίχνεται διαδοχικά έως ότου να έχουν εµφανιστεί όλες οι πλευρές του-
λάχιστον µία ϕορά η καθεµιά. Σκοπός µας είναι να ορίσουµε την κατάλληλη Μαρκοβιανή αλυσίδα
από την οποία να υπολογίσουµε τον αναµενόµενο αριθµό ϱίψεων έως ότου εµφανιστούν όλες οι
πλευρές.

(α) (20 µονάδες) Ορίζουµε την κατάσταση του συστήµατος ως εξής. Η κατάσταση, Xn, τη χρονι-
κή στιγµή n ισούται µε το πλήθος των διαφορετικών πλευρών που έχουν εµφανιστεί στις n πρώτες
ϱίψεις. Ορίστε το χώρο των καταστάσεων S, υπολογίστε τις πιθανότητες µετάβασης απλού ϐήµατος
και δώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας. Αναγνωρίστε τις έµµονες (επαναληπτικές) και τις µετα-
ϐατικές καταστάσεις.

(ϐ) (20 µονάδες) Υπολογίστε τον αναµενόµενο χρόνο απορροφήσεως του συστήµατος όταν ξεκινά
από την κατάσταση 0. Ποιος ο αναµενόµενος αριθµός ϱίψεων έως ότου εµφανιστούν όλες οι πλευρές ;
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Λύση

(α) ΄Εστω Xn ο αριθµός των διαφορετικών ενδείξεων που έχουν εµφανιστεί στις n πρώτες ϱίψεις.
Η {Xn, n = 0, 1, 2, ...} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα µε χώρο καταστάσεων S = {1, 2, ..., 5}, αρχική
κατάσταση X = 0 και πιθανότητες µετάβασης pij που υπολογίζονται ως εξής :

Αν Xn = i, δηλαδή έχουν εµφανιστεί ήδη i διαφορετικές ενδείξεις, τότε αν η (n+ 1)-ϱίψη είναι µία
από τις i (µε πιθανότητα i/5), η νέα κατάσταση ϑα είναι επίσηςXn+1 = i, ενώ αν η (n+1)-ϱίψη είναι
µία από τις 5− i που δεν έχουν εµφανιστεί, η νέα κατάσταση ϑα είναι η Xn+1 = i+ 1. Εποµένως :

pij =


i

5
, j = i

1− i

5
, j = i+ 1, j ≤ 5

Σχήµα 4: Το διάγραµµα καταστάσεων για το Θέµα 2.

Η διαδικασία έχει απορροφητική κατάσταση την 5, ενώ οι 1, ..., 4 είναι παροδικές.

(ϐ) Θέλουµε να υπολογίσουµε το µέσο χρόνο απορρόφησης του συστήµατος από την κατάσταση 5,
όταν ξεκινάµε από την 0, δηλαδή το µ0:

µ5 = 0

µi = 1 +
i

5
µi +

5− i
5

µi+1, i = 0, 1, ..., 4

⇒ (1− i

5
)µi = 1 +

5− i
5

µi+1

⇒ 5− i
5

(µi − µi+1) = 1

⇒ µi − µi+1 =
5

5− i
, i = 0, 1, ..., 4
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Για i = 0, µ0 − µ1 = 1

Για i = 1, µ1 − µ2 =
5

4

Για i = 2, µ2 − µ3 =
5

3

Για i = 3, µ3 − µ4 =
5

2

Για i = 4, µ4 − µ5 = 5

Προσθέτοντας κατά µέλη καταλήγουµε ότι µ0 ≈ 11.42 ϱίψεις.
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Θέµα 2 - 40 µονάδες.

΄Ενα δίκαιο εξάεδρο Ϲάρι ϱίχνεται διαδοχικά έως ότου να έχουν εµφανιστεί όλες οι πλευρές τουλάχι-
στον µία ϕορά η καθεµιά. Σκοπός µας είναι να ορίσουµε την κατάλληλη Μαρκοβιανή αλυσίδα από
την οποία να υπολογίσουµε τον αναµενόµενο αριθµό ϱίψεων έως ότου εµφανιστούν όλες οι πλευρές.

(α) (20 µονάδες) Ορίζουµε την κατάσταση του συστήµατος ως εξής. Η κατάσταση, Xn, τη χρονι-
κή στιγµή n ισούται µε το πλήθος των διαφορετικών πλευρών που έχουν εµφανιστεί στις n πρώτες
ϱίψεις. Ορίστε το χώρο των καταστάσεων S, υπολογίστε τις πιθανότητες µετάβασης απλού ϐήµατος
και δώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας. Αναγνωρίστε τις έµµονες (επαναληπτικές) και τις µετα-
ϐατικές καταστάσεις.

(ϐ) (20 µονάδες) Υπολογίστε τον αναµενόµενο χρόνο απορροφήσεως του συστήµατος όταν ξεκινά
από την κατάσταση 0. Ποιος ο αναµενόµενος αριθµός ϱίψεων έως ότου εµφανιστούν όλες οι πλευρές ;
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Λύση

(α) ΄Εστω Xn ο αριθµός των διαφορετικών ενδείξεων που έχουν εµφανιστεί στις n πρώτες ϱίψεις.
Η {Xn, n = 0, 1, 2, ...} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα µε χώρο καταστάσεων S = {1, 2, ..., 6}, αρχική
κατάσταση X = 0 και πιθανότητες µετάβασης pij που υπολογίζονται ως εξής :

Αν Xn = i, δηλαδή έχουν εµφανιστεί ήδη i διαφορετικές ενδείξεις, τότε αν η (n+ 1)-ϱίψη είναι µία
από τις i (µε πιθανότητα i/6), η νέα κατάσταση ϑα είναι επίσηςXn+1 = i, ενώ αν η (n+1)-ϱίψη είναι
µία από τις 6− i που δεν έχουν εµφανιστεί, η νέα κατάσταση ϑα είναι η Xn+1 = i+ 1. Εποµένως :

pij =


i

6
, j = i

1− i

6
, j = i+ 1, j ≤ 6

Σχήµα 5: Το διάγραµµα καταστάσεων για το Θέµα 2.

Η διαδικασία έχει απορροφητική κατάσταση την 6, ενώ οι 1, ..., 5 είναι παροδικές.

(ϐ) Θέλουµε να υπολογίσουµε το µέσο χρόνο απορρόφησης του συστήµατος από την κατάσταση 6,
όταν ξεκινάµε από την 0, δηλαδή το µ0:

µ6 = 0

µi = 1 +
i

6
µi +

6− i
6

µi+1, i = 0, 1, ..., 5

⇒ (1− i

6
)µi = 1 +

6− i
6

µi+1

⇒ 6− i
6

(µi − µi+1) = 1

⇒ µi − µi+1 =
6

6− i
, i = 0, 1, ..., 5
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Για i = 0, µ0 − µ1 = 1

Για i = 1, µ1 − µ2 =
6

5

Για i = 2, µ2 − µ3 =
6

4

Για i = 3, µ3 − µ4 =
6

3

Για i = 4, µ4 − µ5 =
6

2

Για i = 5, µ5 − µ6 = 6

Προσθέτοντας κατά µέλη καταλήγουµε ότι µ0 = 14.7 ϱίψεις.
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Θέµα 2 - 40 µονάδες.

΄Ενα δίκαιο επτάεδρο Ϲάρι ϱίχνεται διαδοχικά έως ότου να έχουν εµφανιστεί όλες οι πλευρές του-
λάχιστον µία ϕορά η καθεµιά. Σκοπός µας είναι να ορίσουµε την κατάλληλη Μαρκοβιανή αλυσίδα
από την οποία να υπολογίσουµε τον αναµενόµενο αριθµό ϱίψεων έως ότου εµφανιστούν όλες οι
πλευρές.

(α) (20 µονάδες) Ορίζουµε την κατάσταση του συστήµατος ως εξής. Η κατάσταση, Xn, τη χρονι-
κή στιγµή n ισούται µε το πλήθος των διαφορετικών πλευρών που έχουν εµφανιστεί στις n πρώτες
ϱίψεις. Ορίστε το χώρο των καταστάσεων S, υπολογίστε τις πιθανότητες µετάβασης απλού ϐήµατος
και δώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας. Αναγνωρίστε τις έµµονες (επαναληπτικές) και τις µετα-
ϐατικές καταστάσεις.

(ϐ) (20 µονάδες) Υπολογίστε τον αναµενόµενο χρόνο απορροφήσεως του συστήµατος όταν ξεκινά
από την κατάσταση 0. Ποιος ο αναµενόµενος αριθµός ϱίψεων έως ότου εµφανιστούν όλες οι πλευρές ;
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Λύση

(α) ΄Εστω Xn ο αριθµός των διαφορετικών ενδείξεων που έχουν εµφανιστεί στις n πρώτες ϱίψεις.
Η {Xn, n = 0, 1, 2, ...} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα µε χώρο καταστάσεων S = {1, 2, ..., 7}, αρχική
κατάσταση X = 0 και πιθανότητες µετάβασης pij που υπολογίζονται ως εξής :

Αν Xn = i, δηλαδή έχουν εµφανιστεί ήδη i διαφορετικές ενδείξεις, τότε αν η (n+ 1)-ϱίψη είναι µία
από τις i (µε πιθανότητα i/7), η νέα κατάσταση ϑα είναι επίσηςXn+1 = i, ενώ αν η (n+1)-ϱίψη είναι
µία από τις 7− i που δεν έχουν εµφανιστεί, η νέα κατάσταση ϑα είναι η Xn+1 = i+ 1. Εποµένως :

pij =


i

7
, j = i

1− i

7
, j = i+ 1, j ≤ 7

Σχήµα 6: Το διάγραµµα καταστάσεων για το Θέµα 2.

Η διαδικασία έχει απορροφητική κατάσταση την 7, ενώ οι 1, ..., 6 είναι παροδικές.

(ϐ) Θέλουµε να υπολογίσουµε το µέσο χρόνο απορρόφησης του συστήµατος από την κατάσταση 7,
όταν ξεκινάµε από την 0, δηλαδή το µ0:

µ7 = 0

µi = 1 +
i

7
µi +

7− i
7

µi+1, i = 0, 1, ..., 6

⇒ (1− i

7
)µi = 1 +

7− i
7

µi+1

⇒ 7− i
7

(µi − µi+1) = 1

⇒ µi − µi+1 =
7

7− i
, i = 0, 1, ..., 6
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Για i = 0, µ0 − µ1 = 1

Για i = 1, µ1 − µ2 =
7

6

Για i = 2, µ2 − µ3 =
7

5

Για i = 3, µ3 − µ4 =
7

4

Για i = 4, µ4 − µ5 =
7

3

Για i = 5, µ5 − µ6 =
7

2

Για i = 6, µ6 − µ7 = 7

Προσθέτοντας κατά µέλη καταλήγουµε ότι µ0 = 18.15 ϱίψεις.


