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Φροντιστήριο 6: Μαρκοβιανές αλυσίδες – Εξισώσεις ισορροπίας

΄Ασκηση 1.

Σε µια πολύ µεγάλη ακολουθία DNA έχουν καταγραφεί οι εµπειρικές συχνότητες σύµφωνα µε τις
οποίες κάθε µια από τις ϐάσεις A, C, G, T ακολουθείται από µια άλλη. Αυτές ϕαίνονται στν
παρακάτω πίνακα.

Αν ϑεωρήσουµε (προσεγγιστικά) ότι η εναλλαγή των ϐάσεων ακολουθεί το µοντέλο µιας Μαρκο-
ϐιανής αλυσίδας µε χώρο καταστάσεων S = {A, C, G, T}. Κάποιος συνάδελφός σας ισχυρίζεται ότι
η οριακή κατανοµή αυτής της αλυσίδας είναι η [πA, πC , πG, πT ] = [0.2639, 0.2245, 0.2772, 0.2344].

αʹ) Είναι σωστός ο ισχυρισµός του συναδέλφου σας ; Βρείτε και ερµηνεύστε την οριακή κατανοµή.

ϐʹ) Βρείτε την πιθανότητα σε ένα τυχαίο αποµακρυσµένο σηµείο της ακολουθίας να υπάρχουν
δύο διαδοχικές ϐάσεις Α.

Λύση.

αʹ) ΄Εστω Xn ο τύπος της n-οστής ϐάσης στην ακολουθία, µε Xn ∈ S = {A,C,G, T}.
Εφόσον ο πίνακας µετάβασης P > 0 (όλα τα στοιχεία του είναι ϑετικά), η αλυσίδα έχει
µια µοναδική επαναληπτική κλάση, η οποία είναι µοναδική. Υπό αυτές τις συνθήκες, η
οριακή κατανοµή π = [πA, πC , πG, πT ] υπάρχει και είναι η µοναδική λύση των εξισώσεων
ισορροπίας : {

π = π · P
π · e = 1

Αντικαθιστώντας την κατανοµή που µας δίνει ο συνάδελφός µας, διαπιστώνουµε ότι ικανο-
ποιείται από τις εξισώσεις ισορροπίας, άρα είναι σωστός ο ισχυρισµός του.

Σηµείωση: Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε και µόνοι µας την στατική κατανοµή από τις
εξισώσεις ισορροπίας, αλλά οι πιθανότητες στον παραπάνω στοχαστικό πίνακα δεν ϐοηθάνε
για πράξεις στο χαρτί.
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Ερµηνεία 1. (Οριακή Κατανοµή) Αν πάρουµε µια ϐάση της αλυσίδα σε ένα σηµείο πολύ
µακριά από την αρχή, τότε ανεξάρτητα από την αρχική ϐάση, η πιθανότητα να ϐρούµε A
τείνει στο 0.2639 κ.ο.κ.

Ερµηνεία 2. (Συχνότητες) Σε µια µεγάλη αλυσίδα, περίπου 26.39% των ϐάσεων είναι τύπου
A, 22.45% είναι τύπου G κ.ο.κ.

ϐʹ) Ζητείται η πιθανότητα P (Xn = A,Xn+1 = A), καθώς το n→∞.

lim
n→∞

P (Xn = A,Xn+1 = A) = lim
n→∞

P (Xn+1 = A|Xn = A)P (Xn = A)

= PAA · πA = 0.200 · 0.2639

= 0.0528
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΄Ασκηση 2.

Στο γκαράζ του Πανεπιστηµίου έχει εγκατασταθεί µία µπάρα η οποία λειτουργεί µε κάρτες και
δυστυχώς κινδυνεύει από το προσωπικό και τους καθηγητές. Συγκεκριµένα, κάθε µέρα ένα αυτο-
κίνητο προσκρούει στην µπάρα µε πιθανότητα p και στην περίπτωση αυτή µία καινούρια µπάρα
πρέπει να εγκατασταθεί. Επίσης, µία µπάρα η οποία λειτουργεί για m µέρες αντικαθίσταται από
µία νέα για λόγους καλής λειτουργίας.

αʹ) Ορίστε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφει πλήρως τη λειτουργία του συστήµατος της
µπάρας του γκαράζ. Ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, δώστε το γράφηµα της αλυσίδας µε
τις πιθανότητες µετάβασης καθαρά γραµµένες στις ακµές και γράψτε τον αντίστοιχο πίνακα
πιθανοτήτων µετάβασης.

ϐʹ) Γράψτε τις εξισώσεις ισορροπίας και υπολογίστε τη στατική κατανοµή της αλυσίδας

γʹ) Σε ϐάθος χρόνου (µακροπρόθεσµα), ποια είναι η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η
µπάρα ; Με τι ισούται αυτή η συχνότητα όταν η διάρκεια m της ϕυσικής Ϲωής της µπάρας
είναι πολύ µεγάλη ;

Λύση.

αʹ) Ορίζουµε m+ 1 καταστάσεις {0, 1, 2, . . . ,m− 1,m} ως εξής :

Κατάσταση i: ‘Η µπάρα ϐρίσκεται σε λειτουργία για i µέρες.’ i = 0, 1, . . . ,m.

Το γράφηµα της αλυσίδας δίδεται στο Σχήµα 1:

Σχήµα 1: Το διάγραµµα καταστάσεων για την άσκηση 2.

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι :

P =



p 1− p 0 0 . . . 0
p 0 1− p 0 . . . 0
p 0 0 1− p . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
p 0 0 0 . . . 1− p
1 0 0 0 . . . 0


ϐʹ) Συµβολίζοντας µε π = [π0, π1, . . . , πm] το διάνυσµα της στατικής κατανοµής των καταστάσεων,

οι εξισώσεις ισορροπίας παίρνουν τη µορφή:
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{
π = π · P
π · e = 1

Εποµένως :
π0 = π0p+ π1p+ . . .+ πm−1p+ πm

π1 = π0(1− p)
π2 = π1(1− p) = π0(1− p)2

π3 = π2(1− p) = π0(1− p)3

...

πi = πi−1(1− p) = π0(1− p)i, i = 1, 2, . . . ,m

(1)

και

1 = π0 + π1 + · · ·+ πm = π0 + π0(1− p) + · · ·+ π0(1− p)m

= π0

m∑
i=0

(1− p)i = π0
1− (1− p)m+1

1− (1− p)
= π0

1− (1− p)m+1

p

(2)

΄Αρα

π0 =
p

1− (1− p)m+1

και αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε τελικά:

πi =
p(1− p)i

1− (1− p)m+1
, i = 1, 2, . . . ,m.

γʹ) Μακροπρόθεσµα, η συχνότητα µε την οποία αντικαθίσταται η µπάρα ισούται µε τη συχνότητα
επισκέψεων της κατάστασης 0 (όπου η µπάρα λειτουργεί για 0 µέρες, δηλαδή µόλις έχει
αντικατασταθεί), που είναι

π0 =
p

1− (1− p)m+1
.

Καθώς m→∞, limm→∞ π0 = p.

Με άλλα λόγια, για πολύ µεγάλη διάρκεια ϕυσικής Ϲωής της µπάρας (m → ∞) (δηλαδή για
καλή ποιότητα του εξαρτήµατος), η συχνότητα αντικατάστασής της ισούται µε την πιθανότητα
p µε την οποία ο χρήστης της προκαλεί Ϲηµιά.
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΄Ασκηση 3.

΄Ενα µηχάνηµα στο καζίνο έχει ϱυθµιστεί έτσι ώστε κάθε ϕορά που παίζει ένας παίκτης είτε κερδίζει
είτε χάνει µε µια πιθανότητα. Πιο συγκεκριµένα, αν σε ένα παίξιµο κερδίσει, τότε στο επόµενο
παίξιµο έχει πιθανότητα να κερδίσει ξανά ίση µε 0.25. Αντίστοιχα, αν σε ένα παίξιµο χάσει, τότε
στο επόµενο έχει πιθανότητα να κερδίσει ίση µε 0.75. Ο παίκτης πληρώνει 1€ για κάθε παίξιµο και
εισπράττει 2.5€ κάθε ϕορά που κερδίζει, αλλιώς δεν παίρνει τίποτα. Βρείτε αν το παιχνίδι συµφέρει
τον παίκτη µακροπρόθεσµα.

Λύση.

΄Εστω Xn το αποτέλεσµα του n-οστού παιχνιδιού, οπού Xn = 1 αν κερδίσει και Xn = 0 αν
χάσει.

Εφόσον η πιθανότητα µετάβασης σε µια κατάσταση µπορεί να περιγραφεί πλήρως από την
τελευταία κατάσταση, το πρόβληµα µπορεί να µοντελοποιηθεί ως µια Μαρκοβιανή αλυσίδα, µε
πίνακα µετάβασης

P =

[
0.25 0.75
0.75 0.25

]
Ο πίνακας µετάβασης έχει όλα του τα στοιχειά ϑετικά, εποµένως η αλυσίδα περιέχει µια µονα-

δική κλάση, η οποία είναι απεριοδική. Εποµένως, υπάρχει η στατική κατανοµή της αλυσίδας και
δίνεται από τις εξισώσεις ισορροπίας :

π = π · P
π · e = 1

}
⇒

π0 = 0.25π0 + 0.75π1

π1 = 0.75π0 + 0.25π1

π0 + π1 = 1

⇒ π0 = π1 = 0.5

Το καθαρό κέρδος στην κατάσταση 0 ισούται µε −1€ και στην κατάσταση 1 ισούται µε +1.5€
Εποµένως, το αναµενόµενο κέρδος ανά παιχνίδι µετά από πολλά παιξίµατα, ανεξάρτητα από το

αποτέλεσµα του πρώτου παιξίµατος, είναι π0 · (−1)+π1 · (1.5) = 0.25 > 0. Εποµένως, µακροπρόθε-
σµα το παιχνίδι αποφέρει κέρδος.
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΄Ασκηση 4.

Μια εταιρία κατασκευής κλιµατιστικών υποβάλλει τα κλιµατιστικά µε τη σειρά που παράγονται σε
τεχνικό έλεγχο ποιότητας και τα χαρακτηρίζει είτε ως ‘τέλεια’ είτε ως ‘ελαττωµατικά’. ΄Εχει παρατη-
ϱηθεί ότι η ποιότητα κάθε κλιµατιστικού εξαρτάται από την ποιότητα του αµέσως προηγούµενού
του στη σειρά παραγωγής και ότι ένα ‘τέλειο’ κλιµατιστικοί ακολουθείται από ένα επίσης ‘τέλειο’
κλιµατιστικό µε πιθανότητα 3/4, ενώ ένα ‘ελαττωµατικό’ ακολουθείται από ένα άλλο ‘ελαττωµατικό’
µε πιθανότητα 1/3. Αν το τρίτο κλιµατιστικό που εξετάζεται είναι ‘τέλειο’, ποια είναι η πιθανότητα
να είναι ‘τέλειο’ το εικοστό ;

Λύση.

΄Εστω Xn η ποιότητα του n-οστού κλιµατιστικού, οπού Xn = 0 αν το κλιµατιστικό είναι ‘τέλειο’
και Xn = 1 είναι ‘ελαττωµατικό’. Εφόσον οι πιθανότητες µετάβασης περιγράφονται πλήρως από
την αµέσως προηγούµενη κατάσταση, το πρόβληµα µπορεί να µοντελοποιηθεί ως µια Μαρκοβιανή
αλυσίδα.

Ο πίνακας µετάβασης είναι :

P =

[
3/4 1/4
2/3 1/3

]
.
=

[
1− a a
b 1− b

]
΄Εχουµε δείξει ότι για τον πίνακα µετάβασης του n-οστού ϐήµατος P (n) ισούται µε τη n-οστή

δύναµη του αρχικού πίνακα µετάβασης :

P (n) = Pn , n ≥ 1 .

Μας Ϲητείται η πιθανότητα

P (X20 = 0|X3 = 0) = P (X17 = 0|X0 = 0) = (P (17))00 = (P 17)00 ,

όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από τον ορισµό της Μαρκοβιανής αλυσίδας (υποθέτουµε ότι
η αρχική µας κατάσταση είναι το τρίτο ϐήµα).

Θα υπολογίσουµε τον πίνακα Pn. Ξέρουµε ότι Pn = UΛnU−1, όπου U είναι ο 2x2 πίνακας µε
στήλες τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του P και Λ είναι ο διαγώνιος πίνακας των αντίστοιχων ιδιοτιµών.
Οι µη-µηδενικές ιδιοτιµές υπολογίζονται µηδενίζοντας την ορίζουσα:

|P − λI| = 0

⇒
∣∣∣∣1− a− λ a

b 1− b− λ

∣∣∣∣ = 0

⇒(1− a− λ)(1− b− λ)− a · b = 0

⇒λ2 − (2− a− b)λ− a · b = 0 .

∆ = (2− a− b)2 − 4(1− a− b) = a2 + b2 + 2ab = (a+ b)2 .

λ1,2 =
(2− a− b)± (a+ b)

2
⇒

{
λ1 = 1

λ2 = 1− a− b

Ας συµβολίσουµε µε u1, u2 τις δύο στήλες του U (τα ιδιοδιανύσµατα του P ). Για το u1 µε ιδιοτιµή
λ1 ξέρουµε ότι είναι ίσο µε u1 = e = [1, 1]T , αφού κάθε στοχαστικός πίνακας έχει ένα τέτοιο Ϲεύγος
ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων.
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Για το u2 έχουµε:

Pu2 = λ2u2 ⇒
[
1− a a
b 1− b

] [
u2(1)
u2(2)

]
= (1− a− b)

[
u2(1)
u2(2)

]
⇒

{
(1− a)u2(1) + au2(2) = (1− a− b)u2(1)
bu2(1) + (1− b)u2(2) = (1− a− b)u2(2)

⇒ u2(1) = − b
a
u2(2)

΄Εστω u2(1) = a⇒ u2(2) = −b. Εποµένως, το δεύτερο ιδιοδιάνυσµα είναι οποιοδήποτε πολλαπλάσιο
του

u2 =

[
a
−b

]
΄Αρα:

U =

[
1 a
1 −b

]
⇒Pn =

[
1 a
1 −b

] [
1 0
0 (1− a− b)n

] [
1 a
1 −b

]−1
⇒Pn =

[
1 a(1− a− b)n
1 −b(1− a− b)n

] [ −b
−a−b

−a
−a−b

−1
−a−b

1
−a−b

]
⇒Pn =

[
1 a(1− a− b)n
1 −b(1− a− b)n

] [ b
a+b

a
a+b

1
a+b

−1
a+b

]
⇒Pn =

[
b+a(1−a−b)n

a+b
a−a(1−a−b)n

a+b
b−b(1−a−b)n

a+b
a+b(1−a−b)n

a+b

]
΄Αρα

(P 17)00 =
b+ a(1− a− b)17

a+ b

Αντικαθιστώντας τις τιµές a = 1/4, b = 2/3, προκύπτει ότι (P 17)00 ≈ 0.7273.


