
Θέµα 1 - 30 µονάδες: Ροπογεννήτριες και αθροίσµατα τυχαίου αριθµού ανεξάρτητων τ.µ.

΄Ενας αυτοκινητιστής περνά 4 ϕανάρια και καθένα από αυτά είναι κόκκινο µε πιθανότητα p = 1/2.
Οι χρόνοι αναµονής, Xi, στα ϕανάρια όπου τον πιάνει το κόκκινο είναι ανεξάρτητες εκθετικά κα-

τανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε µέση τιµή 1 λεπτό. ΄Εστω Y ο συνολικός χρόνος αναµονής στα

ϕανάρια.

(α) Ποια είναι η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. Y ;

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y .

(γ) Επαληθεύστε την απάντησή σας στο (α) χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y που

υπολογίσατε στο (ϐ).

Λύση

Καθώς κάθε ϕανάρι το ϐρίσκει κόκκινο µε p = 1/2, ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, το πλήθος, N ,

των ϕαναριών που ϐρίσκει ακολουθεί διωνυµική κατανοµή: N ∼ ∆(n = 4, p = 1
2).
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Επίσης,

Xi ∼ exp(λ = 1)

PXi(x) = λe−λx = e−x , x ≥ 0 .
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(α) Ο συνολικός χρόνος αναµονής, Y , είναι το άθροισµα ενός διωνυµικά κατανεµηµένου αριθµού

ανεξάρτητων τ.µ. X1, X2, . . . που ακολουθούν εκθετική κατανοµή. Συνεπώς,

E[Y ] = E[N ]E[X] = 2 · 1 = 2 .

var(Y ) = var(X)E[N ] + var(N)(E[X])2 = 1 · 2 + 1 · 12 = 3 .
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var(Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 7− 22 = 3 .
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Θέµα 1 - 30 µονάδες: Ροπογεννήτριες και αθροίσµατα τυχαίου αριθµού ανεξάρτητων τ.µ.

΄Ενας αυτοκινητιστής περνά 8 ϕανάρια και καθένα από αυτά είναι κόκκινο µε πιθανότητα p = 1/4.
Οι χρόνοι αναµονής, Xi, στα ϕανάρια όπου τον πιάνει το κόκκινο είναι ανεξάρτητες εκθετικά κα-

τανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε µέση τιµή 2 λεπτά. ΄Εστω Y ο συνολικός χρόνος αναµονής στα

ϕανάρια.

(α) Ποια είναι η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. Y ;

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y .

(γ) Επαληθεύστε την απάντησή σας στο (α) χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y που

υπολογίσατε στο (ϐ).

Λύση

Καθώς κάθε ϕανάρι το ϐρίσκει κόκκινο µε p = 1/4, ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, το πλήθος, N ,

των ϕαναριών που ϐρίσκει ακολουθεί διωνυµική κατανοµή: N ∼ ∆(n = 8, p = 1
4).
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Επίσης,

Xi ∼ exp(λ =
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(α) Ο συνολικός χρόνος αναµονής, Y , είναι το άθροισµα ενός διωνυµικά κατανεµηµένου αριθµού

ανεξάρτητων τ.µ. X1, X2, . . . που ακολουθούν εκθετική κατανοµή. Συνεπώς,

E[Y ] = E[N ]E[X] = 2 · 2 = 4 .
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Θέµα 1 - 30 µονάδες: Ροπογεννήτριες και αθροίσµατα τυχαίου αριθµού ανεξάρτητων τ.µ.

΄Ενας αυτοκινητιστής περνά 4 ϕανάρια και καθένα από αυτά είναι κόκκινο µε πιθανότητα p = 1/2.
Οι χρόνοι αναµονής, Xi, στα ϕανάρια όπου τον πιάνει το κόκκινο είναι ανεξάρτητες οµοιόµορφα

κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε πεδίο τιµών το διάστηµα [0, 2] λεπτά. ΄Εστω Y ο συνολικός

χρόνος αναµονής στα ϕανάρια.

(α) Ποια είναι η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. Y ;

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y .

(γ) Επαληθεύστε την απάντησή σας στο (α) χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y που

υπολογίσατε στο (ϐ).

Λύση

Καθώς κάθε ϕανάρι το ϐρίσκει κόκκινο µε p = 1/2, ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, το πλήθος, N ,

των ϕαναριών που ϐρίσκει ακολουθεί διωνυµική κατανοµή: N ∼ ∆(n = 4, p = 1
2).

PN (k) =

(
4

k

)(
1

2

)k (1

2

)4−k
=

(
4

k

)(
1

2

)4

, k = 0, 1, 2, 3, 4 .

E[N ] = np = 4
1

2
= 2 , var(N) = np(1− p) = 4

1

2

1

2
= 1 .

MN (s) = (1− p+ pes)n = (1− 1

2
+

1

2
es)4 =

(1 + es)4

24

Επίσης,
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(α) Ο συνολικός χρόνος αναµονής, Y , είναι το άθροισµα ενός διωνυµικά κατανεµηµένου αριθµού

ανεξάρτητων τ.µ. X1, X2, . . . που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή. Συνεπώς,
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Θέµα 1 - 30 µονάδες: Ροπογεννήτριες και αθροίσµατα τυχαίου αριθµού ανεξάρτητων τ.µ.

΄Ενας αυτοκινητιστής περνά 8 ϕανάρια και καθένα από αυτά είναι κόκκινο µε πιθανότητα p = 1/4.
Οι χρόνοι αναµονής, Xi, στα ϕανάρια όπου τον πιάνει το κόκκινο είναι ανεξάρτητες οµοιόµορφα

κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε πεδίο τιµών το διάστηµα [0, 2] λεπτά. ΄Εστω Y ο συνολικός

χρόνος αναµονής στα ϕανάρια.

(α) Ποια είναι η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. Y ;

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y .

(γ) Επαληθεύστε την απάντησή σας στο (α) χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y που

υπολογίσατε στο (ϐ).

Λύση

Καθώς κάθε ϕανάρι το ϐρίσκει κόκκινο µε p = 1/4, ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, το πλήθος, N ,

των ϕαναριών που ϐρίσκει ακολουθεί διωνυµική κατανοµή: N ∼ ∆(n = 8, p = 1
4).
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(α) Ο συνολικός χρόνος αναµονής, Y , είναι το άθροισµα ενός διωνυµικά κατανεµηµένου αριθµού
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