
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-317: Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες-Εαρινό Εξάµηνο 2021

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Λύσεις Πρώτης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

(i) ΄Εχουµε ότι :

MX(s) = EesX =

∫ ∞

0
esxe−x dx =

∫ ∞

0
e−(1−s)x dx

= − 1

1− s
e−(1−s)x

∣∣∣∣∞
s=0

(για s ̸= 1)

= − 1

1− s
(0− 1) =

1

1− s
( για 1− s > 0 ή s < 1)

Κατά συνέπεια, MX(s) = 1
1−s , s < 1:

(ii) ΄Εχουµε:
d

ds
MX(s)

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(

1

1− s
)

∣∣∣∣
s=0

=
1

(1− s)2

∣∣∣∣
s=0

= 1 = EX

d2

ds2
MX(s)

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(

1

(1− s)2
)

∣∣∣∣
s=0

=
2

(1− s)3

∣∣∣∣
s=0

= 2 = EX2

οπότε είναι V ar(X) = 2− 12 = 1

(iii) ΄Εχουµε:
MY (s) = M2−3X(s) = M−3X+2(s) = e2sMX(−3s)

= e2s
1

1− (−3s)

=
e2s

1 + 3s
για (s > −1

3
)

΄Ασκηση 2. ΄Εχουµε ότι η σ.µ.π. της τ.µ. X είναι η εξής f(x) = 1
6 για x = 1, 2, ...6

(i) Η αντίστοιχη ϱ.σ. είναι

MX(s) = EesX =
6∑

x=1

esx
1

6
=

1

6

6∑
x=1

esx

(ii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 1-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

dMX(s)

ds
=

d

(
1
6

∑6
x=1 e

sx

)
ds

=
1

6

6∑
x=1

xesx
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΄Αρα, για τη µέση τιµή της τ.µ. X έχουµε:

EX =
dMX(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

=

(
1

6

6∑
x=1

xesx
)∣∣∣∣

s=0

=
1

6
·1+1

6
·2+1

6
·3+1

6
·4+1

6
·5+1

6
·6 =

21

6
+
2

9
= 3.5

Υπολογίζοντας την παράγωγο 2-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

d2MX(s)

ds2
=

d

(
1
6

∑6
x=1 xe

sx

)
ds

=
1

6
·

6∑
x=1

x2esx

΄Αρα, για τη ϱοπή 2-ης τάξης της τ.µ X έχουµε:

EX2 =
d2MX(s)

ds2

∣∣∣∣
s=0

=

(
1

6

6∑
x=1

x2esx
)∣∣∣∣

s=0

=
1

6
·12+1

6
·22+1

6
·32+1

6
·42+1

6
·52+1

6
·62 = 91

6

Για τον υπολογισµό της διασποράς της τ.µ. X, V ar(X), ϑα χρησιµοποιήσουµε τη γνωστή
από την ϑεωρία σχέση:

V ar(X) = EX2 − (EX)2

΄Αρα, η διασπορά της τ.µ. X, V AR[X] ϑα είναι τελικά:

V ar(X) = EX2 − (EX)2 =
91

6
− (

21

6
)2 =

91

6
− 441

36
=

546− 441

36
=

105

36
≈ 2.9

Για τον υπολογισµό της τυπικής απόκλισης έχουµε:

σ =
√
V ar(X) =

√
105

36
≈ 1.7

΄Ασκηση 3.

(i) Η µέση τιµή της τ.µ. X γίνεται :

EX =
∞∑
x=0

xf(x) =
∞∑
x=0

x · 2
3
· (1
3
)x =

2

3

∞∑
x=0

x(
1

3
)x

Κάνοντας χρήση της σχέσης
∑∞

n=1 nr
n = r

(1−r)2
, έχουµε ότι :

EX =
2

3

∞∑
x=0

x(
1

3
)x =

2

3
·

1
3

(1− 1
3)

2
=

1

2

(ii) Για την ϱ.σ. έχουµε:

MX(s) =

∞∑
x=0

esx · 2
3
(
1

3
)x =

2

3

∞∑
x=0

(es · 1
3
)x

Εάν (es · 1
3) ≥ 1, τότε η σειρά αποκλίνει, άρα η ϱ.σ. δεν είναι πεπερασµενη. Εποµένως,

ϑέλουµε (es · 13) < 1 ⇒ es < 3 ⇒ s < ln3, ώστε η ϱοπογεννήτρια να είναι πεπερασµένη. ΄Αρα,
χρησιµοποιώντας την σχέση

∑∞
n=k r

n = rk

(1−r) , αφού (es · 1
3) < 1, έχουµε:
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MX(s) =
2

3

∞∑
x=0

(es · 1
3
)x =

2

3
·
(es · 1

3)
0

1− es · 1
3

=
2

3− es
,

για s < ln3

(iii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 1-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

dMX(s)

ds
=

d

(
( 2
3−es )

)
ds

= −2 · 1

(3− es)2
· (−es)

΄Αρα, για τη µέση τιµή της τ.µ X έχουµε:

E[X] =
dMZ(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

= 2 · 1

(3− es)2
· es

∣∣∣∣
s=0

=
1

2

΄Ασκηση 4.

(i) Η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ Z γίνεται :

MZ(s) = E[esZ ] = E[es/4(X−3)] = E[e
s
4
·X · e−3s/4] =

e−3s/4 · E[e
s
4
·X ] =

e−3s/4 ·MX(s/4) =

e−3s/4 · e3s/4+8(s/4)2 = es
2/2

(ii) Η µέση τιµή της τ.µ Z γίνεται :

E[Z] = M ′
Z(s)|s=0 = s · es2/2|s=0 = 0

(iii) Η διασπορά της τ.µ Z γίνεται :

var(Z) = E[Z2]− (E[Z])2 = M ′′
Z(s)|s=0 − 0 = (s)′ · es2/2 + s2 · es2/2 ·

∣∣∣
s=0

=

es
2/2 · (1 + s2)

∣∣∣
s=0

= 1

΄Ασκηση 5.

(i) ΄Εχουµε ότι X ∼ N(0, 1), άρα fX(x) = 1√
2π
e

−1
2
x2

εποµένως :

MX(s) =

∫ ∞

−∞

1√
2π

e
−1
2
x2
esxdx = e

s2

2
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2
+sx− s2

2 dx = e
s2

2
1√
2π

∫ ∞

−∞
e

−(x−s)2

2 dx = e
s2

2
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(ii) Για τον υπολογισµό των EXn ϑα χρησιµοποιήσουµε την υπόδειξη. ΄Εχουµε ότι :

EXn =

∫ ∞

−∞
xn

1√
2π

e
−1
2
x2
dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
xn−1(x · e

−1
2
x2
)dx

Με ολοκλήρωση κατά µέρη έχουµε:

1√
2π

∫ ∞

−∞
xn−1(x · e

−1
2
x2
)dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
xn−1(−e−

x2

2 )′dx =

1√
2π

− xne−
x2

2

∣∣∣∣∞
−∞

+ n

∫ ∞

−∞
xn−2 1√

2π
e

−1
2
x2
dx =

0 + (n− 1)EXn−2

Επίσης, EX0 = 1 και EX = 0, οπότε επαγωγικά καταλήγουµε στον τύπο:

EXn =

0 για n περιττό
2
−n
2 n!

(n/2)! για n άρτιο

(iii) Ο παρακάτω κώδικας είναι σε python. Κάθε άλλη γλώσσα είναι δεκτή, εφόσον τυπώνεται το
σωστό αποτέλεσµα. Ο περιορισµός | s |≤ 7, προκύπτει διότι, παρότι στην ϑεωρία η ϱ.σ. και
οι ϱοπές είναι παντού πεπερασµένες, στην πράξη οι αριθµοί γίνονται υπερβολικά µεγάλοι,
ακόµα και για σχετικά µικρές τιµές του s.
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