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Τα ερωτήµατα µε * είναι εκτός διδακτέας ύλης και παραθέτονται για όποιον ενδιαφέρεται.

΄Ασκηση 1.

(i) Με ϐάση τη ϑεωρία, ξέρουµε ότι η τυπική απόκλιση του Mn δίνεται από τον εξής τύπο:

σMn =
1√
n

Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, έχουµε:

σMn ≤ 0.1 ⇒ 1√
n
≤ 0.1 ⇒

√
n ≥ 1

0.1
⇒

√
n ≥ 10 ⇒ n ≥ 100

(ii) Με ϐάση την εκφώνηση της άσκησης, ϑέλουµε να ισχύει :

P (| Mn − h |≤ 0.01) ≥ 0.80

Κάνοντας χρήση της ανισότητας Chebyshev,έχουµε:

P (| Mn − h |≤ 0.01)
h=E[Mn]

= P (| Mn − E[Mn] |≤ 0.01)

= 1− P (| Mn − E[Mn] |≥ 0.01)

σ2
Mn

= 1
n

≥
c=0.01

1−
1
n

(0.01)2

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

P (| Mn − h |≤ 0.01) ≥ 0.80 ⇒ 1−
1
n

(0.01)2
≥ 0.80

⇒
1
n

(0.01)2
≤ 0.20 ⇒ 1

n
≤ 0.00002

⇒ n ≥ 1

0.00002
⇒ n ≥ 50000

΄Ασκηση 2.

(i) Τα σωµατίδια που καταγράφονται από τον ανιχνευτή είναι τύπου Α και σχηµατίζουν µια σ.δ.
Βερνουλι µε παράµετρο pAa. Συνεπώς ο αριθµός των σωµατιδίων που καταγράφονται σε ένα
πλήθος 50 αφίξεων ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n = 50 και p = pAa.
Εποµένως, ο µέσος αριθµός των σωµατιδίων που καταγράφονται είναι np = 50pAa.

(ii) Η τυχαία µεταβλητή Κ ισοδυναµεί µε το πλήθος των προσπαθειών έως την 1η επιτυχία σε µια
σ.δ. Bernoulli µε παράµετρο pAa. Εποµένως η τυχαία µεταβλητή Κ ακολουθεί γεωµετρική
κατανοµή :

pK(k) = (1− pAa)
k−1pAa; k = 1, 2, 3, ...
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(iii) Η τυχαία µεταβλητή L ισοδυναµεί µε το πλήθος των δοκιµών έως την 4η επιτυχία σε µια σ.δ
Bernoulli µε παράµετρο pAa. Εποµένως η τ.µ. L ακολουθεί κατανοµή Pascal τάξης 4:

pL(l) =
( l − 1

2

)
(pAa)

4(1− pAa)
l−4; l = 3, 4, 5, 6, ...

(iv) * Προφανώς, η τ.µ. N(t) ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 2t. Η τ.µ. Μ είναι το
πλήθος των σωµατιδίων που ϕτάνουν στο διάστηµα [40, 80] sec. Λόγω της ιδιότητας έλλειψης
µνήµης της σ.δ. Poisson, η Μ ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 2 (80 - 40) = 80:

pM (m) =
80m

m!
e−80;m = 0, 1, 2, ...

(v) * Η σ.δ. που σχετίζεται µε την R(t) αφορά τις αφίξεις σωµατιδίων τύπου Α που καταγράφονται
από τον ανιχνευτή. Αυτή είναι µια σ.δ. Poisson µε ένταση pAa σωµατίδια/sec. Συνεπώς η
R(t) ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 2pAat: Εποµένως :

E[R(iT )] = 2pAaiT = var(R(iT ))

Επίσης :
E[R((k + 1)T )−R(kT )] = 2pAa(k + 1)T − 2pAakT = 2pAaT

Και
var(R((k + 1)T )−R(kT )) = 2pAaT

(vi) * Η τ.µ. R(iT ) µπορεί να εκφραστεί ως το άθροισµα i το πλήθος ανεξάρτητων και όµοια
κατανεµηµένων τ.µ. Poisson µε παράµετρο 2pAaT :

R(iT ) =

i∑
k=1

[R(kT )−R((k − 1)T )]

Με άµεση εφαρµογή του ΚΟΘ έχουµε ότι :

FR(iT )(r) ≈ Φ
(r − i2pAaT√

2pAaT i

)
.

΄Ασκηση 3.

(i) Ας ϑεωρήσουµε ότι S είναι οι µέρες που δεν έχει χιονίσει καθόλου. Η S είναι µια διωνιµική τ.µ.
µε παραµέτρους n = 45 και p = 0.95 έτσι ώστε E[X] = 50∗0.95 και σS =

√
50 ∗ 0.95 ∗ 0.05 =

1.54 .Χρησιµοποιώντας κανονική προσέγγιση στην διωνιµική κατανοµή, ϐρίσκουµε

P (S ≥ 45) = P
(S − 47.5

1.54
≥ 45− 47.5

1.54

)
≈ 1− Φ(−1.62) = Φ(1.62) = 0.9474.

Χρησιµοποιώντας την deMoivre− Laplace προσέγγιση

P (S ≥ 45) = P (S ≥ 44.5) = P
(S − 47.5

1.54
≥ 44.5− 47.5

1.54

)
≈ 1−Φ(−1.95) = Φ(1.95) = 0.9744.

(ii) Η τ.µ. S είναι διωνιµική µε παράµετρο p = 0.95. ΄Οµως, η τ.µ. 50−S είναι επίσης διωνιµική
µε παράµετρο p = 0.05. ∆εδοµένου ότι η προσέγγιση Poisson είναι ακριβώς στο όριο µικρών p
και µεγάλων n, ϑα δώσει πιό ακριβή αποτελέσµατα εάν εφαρµοστεί στην 50−S µε παράµετρο
λ=50*0.05=2.5

P (S ≥ 45) = P (50− S ≤ 5)

=
5∑

k=0

P (n− S = k)

=

5∑
k=0

e−
k

k!

= 0.958
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Η ακριβής πιθανότητα είναι

5∑
k=0

(
50
k

)
0.05k0.9550−k = 0.962

Εποµένως, η προσέγγιση Poisson είναι πιο κοντά. Αυτό συµφωνεί µε την διαίσθηση ότι η
κανονική προσέγγιση στην διωνιµική κατανοµή δουλεύει καλά όταν το p είναι κοντά το 0.5 ή
το n είναι πολύ µεγάλο.

΄Ασκηση 4.*

∆εδοµένου ότι οι µεταβλητές Xn είναι ανεξάρτητες και πανοµοιότυπα κατανεµηµένες µε συνάρ-
τηση πυκνότητας πιθανότητας f η πιθανότητα δυο να είνα ίδιες είναι µηδενική. Για n ≥ 2, κάθε
µια από τις µεταβλητές Xn−1, Xn, Xn+1 µπορεί να είναι η µέγιστη µε την ίδια πιθανότητα. ΄Αρα
η πιθανότητα το µέγιστο να εµφανιστεί στην µεταβλητή µε δείκτη ν είναι ίση µε 1/3. ΄Οµως οι
µεταβλητές Xn και Xn+1 είναι εξαρτηµένες. Εάν το µέγιστο εµφανιστεί στην µεταβλητή µε δείκτη
n, η µεταβλητή µε δείκτη n+1 δεν µπορεί να είναι µέγιστη. Ορίζοντας µια νέα τ.µ Yn, όπου Yn = 1
όταν η τ.µ Xn εµφανίζει µέγιστο στον δείκτη n και Yn = 0 σε κάθε άλλη περίπτωση. Γνωρίζουµε ότι
EYn = P (Yn = 1) = 1/3 για όλα τα n ≥ 2, αλλά οι διαδοχικές µεταβλητές Yn είναι εξαρτηµένες.
΄Οµως {Y2, Y5, Y8, ...}, {Y3, Y6, Y9, ...} και {Y4, Y7, Y10, ...} είναι τρείς όµοια κατανεµηµένες σειρές
τ.µ. Για κάθε µια, µπορούµε να εφαρµόσουµε το ισχυρό ϑεώρηµα των µεγάλων αριθµών

n−1
n∑

k=1

Y2+3k → 1/3,

όσο το n τείνει στο άπειρο µε πιθανότητα 1.

n−1
n∑

k=1

Yk → 1/3,

όσο το n τείνει στο άπειρο µε πιθανότητα 1.
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΄Ασκηση 5.

Στο Σχήµα 1 (α) απεικονίζεται το ιστόγραµµα της οµοιόµορφης τ.µ. X, για N = 10000 δείγµατα
και 20 bins. Στο Σχήµα 1 (ϐ) ϕαίνεται το ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου όρου Mn, για n = 20
ανεξάρτητες οµοιόµορφες τ.µ. X1, X2, . . . , Xn που µοιάζει πλέον, όπως περιµέναµε από τη ϑεωρία,
να ακολουθεί κανονική κατανοµή γύρω από τη µέση τιµή των Xi. Το Σχήµα 1 (γ) αναπαριστά το
ιστόγραµµα του µετασχηµατισµού Zn: Πρώτα έχουµε αφαιρέσει από την Sn, ώστε να προκύψει η
τ.µ. Sn − nµ µε µηδενική µέση τιµή και κατόπιν διαιρέσαµε µε σ

√
n ώστε η διασπορά να γίνει

ίση µε τη µονάδα. Τώρα, στο παραγόµενο ιστόγραµµα ϐλέπουµε στην πράξη το Κεντρικό Οριακό
ϑεώρηµα, που µας λέει ότι η ασυµπτωτική µορφή της Zn τείνει οριακά στην Κανονική κατανοµή,
Zn ∼ N(0, 1). Τέλος, στο Σχήµα 1 (δ) ϐλέπουµε τις εκτιµήσεις της pdf του δειγµατικού µέσου όρου
Mn µε χρήση ιστογράµµατος και κανονικής κατανοµής, όπου γίνεται αντιληπτή η καλή προσέγγιση
µεταξύ των δύο κατανοµών.

(αʹ) Η γεωµετρική τ.µ. X. (ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου
όρου MXn.

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. ZXn. (δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγ-
µατικού µέσου όρου ZXn.

Σχήµα 1: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την οµοιόµορφη Τ.Μ. X για N = 1000, n = 20, nbins = 20.

Στο Σχήµα 2 αναπαριστούνται τα ανάλογα συµπεράσµατα εξάγονται και για τις τ.µ. Y1, Y2, . . . , Yn.
΄Εχει ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε αλλαγές στα παραπάνω διαγράµµατα για διφορετικές τιµές

των παραµέτρων. Καθώς αυξάνουµε των αριθµό των µεταβλητών αφήνοντας τις υπόλοιπες παρα-
µέτρους ως έχουν, παρατηρούµε ότι η διασπορά της Zn µειώνεται και έχει επανέλθει στην τιµή
1 προσεγγίζοντας την κανονική κατανοµή. Επίσης παρατηρούµε ότι η διασπορά των κατανοµών
των εκτιµήσεων της pdf του δειγµατικού µέσου όρου Zn µε χρήση ιστογράµµατος και κανονικής
κατανοµής, µειώνεται όσο ο αριθµός των τ.µ. αυξάνει, διατηρώντας µια καλή προσέγγιση µεταξύ
τους.

΄Οσο αυξάνουµε των αριθµό των δειγµάτων αφήνοντας τις υπόλοιπες παραµέτρους ως έχουν, η
µόνη διαφορά που παρατηρούµε στα παραγόµενα ιστογράµµατα είναι προφανώς µόνο η αύξηση
στη συχνότητα εµφάνισης στην εκάστοτε περιοχή τιµών (άξονας y). ∆εν παρατηρείται καµία αλλαγή
ως προς τη µέση τιµή ή τη διασπορά. Επίσης η αντίστοιχη εκτίµηση της pdf συγκλίνει περισσότερο
στην κανονική.
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(αʹ) Η εκθετική τ.µ. Y . (ϐʹ) Ιστόγραµµα του δειγµατικού µέσου
όρου MY n.

(γʹ) Ιστόγραµµα της τ.µ. ZY n. (δʹ) Εκτίµηση της pdf του δειγµα-
τικού µέσου όρου ZY n.

Σχήµα 2: Τα Ϲητούµενα γραφήµατα για την εκθετική Τ.Μ. Y για N = 1000, n = 20, nbins = 20.


