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HY-317: Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες-Εαρινό Εξάµηνο 2021-2022

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Φροντιστήριο 4

΄Ασκηση 1

Μία αλυσίδα Markov µε 6 καταστάσεις {S0, S1, . . . , S5} περιγράφεται από τον ακόλουθο Πίνακα

Πιθανοτήτων Μετάβασης:

P =



0 1/3 0 1/3 0 1/3
0 1 0 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 1/4 1/4 1/2 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 0 0 1


(i) Να σχεδιάσετε το γράφηµα της αλυσίδας.

(ii) ∆εδοµένου ότι το σύστηµα ξεκινά από την κατάσταση S0, να υπολογίσετε την πιθανότητα ότι :

(αʹ) Το σύστηµα επισκέπτεται την S2 για πρώτη ϕορά την χρονική στιγµή k.

(ϐʹ) Το σύστηµα επισκέπτεται την S2 και κατόπιν την εγκαταλείπει αµέσως την επόµενη
χρονική στιγµή.

(γʹ) Το σύστηµα επισκέπτεται την S1 για πρώτη ϕορά σε χρόνο n = 3.

(δʹ) Το σύστηµα ϐρίσκεται στην S3 αµέσως µετά την n-στή χρονική στιγµή.

Λύση

(i) Το γράφηµα της αλυσίδας απεικονίζεται στο Σχήµα 1:

Σχήµα 1: Το διάγραµµα καταστάσεων για την άσκηση 1(i).
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(ii) ∆εδοµένου ότι το σύστηµα ξεκινά από την κατάσταση S0, έχουµε:

(αʹ) ΄Εστω το γεγονός :

Ak : {Το σύστηµα επισκέπτεται την S2 για πρώτη ϕορά την χρονική στιγµή k}

Ο µόνος τρόπος να συµβεί το Ak είναι το σύστηµα να επισκεφτεί την S3 την χρονική
στιγµή 0, να µείνει εκεί τις επόµενες k − 2 χρονικές στιγµές, και τελικά να επισκεφτεί
την S2 την χρονική στιγµή k.
Εποµένως, για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:

P (Ak) = p03 · pk−233 · p32 =
(1

3

)
·
(1

4

)k−2
·
(1

4

)
=

1

3
·
(1

4

)k−1
, k = 2, 3, ...

(ϐʹ) ΄Εστω το γεγονός :

B : {Το σύστηµα επισκέπτεται την S2 και την εγκαταλείπει αµέσως την επόµενη χρονική στιγµή}

Εποµένως, για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:

P (B) = P
(
{Επίσκεψη στην S2}

)
· P
(
{Εγκατάλειψη της S2} | {Βρίσκεται στην S2}

)
=

[ ∞∑
k=2

P (Ak)
]
· 1

2

=
[ ∞∑
k=2

1

3
(
1

4
)k−1

]
· 1

2

=
1

6

[ ∞∑
k=2

(
1

4
)k−1

]
=

1

6
·

1
4

1− 1
4

=
1

18

(γʹ) ΄Εστω το γεγονός :

Γ : {Το σύστηµα επισκέπτεται την S1 για 1-η ϕορά σε χρόνο n=3}

Προκειµένου να συµβεί το γεγονός Γ, πρέπει να πραγµατοποιηθούν διαδοχικά οι εξής
µεταβάσεις :

S0 → S3 → S2 → S1

Εποµένως, για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:

P (Γ) = p03 · p32 · p21 =
1

3
· 1

4
· 1

2
=

1

24

(δʹ) ΄Εστω το γεγονός :

∆ : {Το σύστηµα ϐρίσκεται στην S3 αµέσως µετά τη χρονική στιγµή n}

Προκειµένου να συµβεί το γεγονός ∆, ϑα πρέπει το σύστηµα να επισκεφθεί την S3 την
χρονική στιγµή 1, και να παραµείνει εκεί για τις επόµενες n− 1 χρονικές στιγµές.
Εποµένως, για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:

P (∆) =
1

3
·
(1

4

)n−1
, n = 1, 2, 3, ...



Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - 2022/Φροντιστήριο 4 3

΄Ασκηση 2

Μία αλυσίδα Markov µε 7 καταστάσεις έχει Πιθανότητες Μετάβασης που προσδιορίζονται από τον
εξής τύπο:

pi,j =


0.5, (i, j) = (3, 2), (3, 4), (5, 6), (5, 7)

1, (i, j) = (1, 3), (2, 1), (4, 5), (6, 7), (7, 5)

0, αλλιώς

΄Εστω Xk η κατάσταση της αλυσίδας Markov την χρονική στιγµή k.

(i) Να σχεδιάσετε το γράφηµα της αλυσίδας.

(ii) Για ποιες τιµές του n έχουµε ϑετικές πιθανότητες µετάβασης n-οστής τάξης από την κατάσταση
1 στην κατάσταση 5 (δηλαδή: r15(n) = P (Xn = 5/X0 = 1) > 0);

(iii) Να προσδιορίσετε το σύνολο A(i) των καταστάσεων που είναι προσιτές από την κατάσταση i,
για κάθε i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

(iv) Να προσδιορίσετε τις µεταβατικές και έµµονες καταστάσεις της αλυσίδας. Για κάθε έµµονη
κατάσταση, να αποφασίσετε αν είναι περιοδική (και µε ποια τί) ή απεριοδική.

(v) Να προσδιορίσετε τις κλάσεις επικοινωνίας της αλυσίδας.

(vi) Να προσδιορίσετε τον ελάχιστο αριθµό µεταβάσεων µε µη-µηδενική πιθανότητα που πρέπει
να προστεθούν στην αλυσίδα, ώστε και οι 7 καταστάσεις να αποτελούν µια µοναδική κλάση
επικοινωνίας.

Λύση

(i) Το γράφηµα της αλυσίδας απεικονίζεται στο Σχήµα 2:

Σχήµα 2: Το διάγραµµα καταστάσεων για την άσκηση 2(i).

(ii) Το Ϲητούµενο µπορεί να µεταφραστεί και ως εξής : Με πόσους δυνατούς τρόπους και για ποιες
τιµές του n, µπορούµε να µεταβούµε από την κατάσταση 1 στην κατάσταση 5;

Υπάρχουν 3 τρόποι να συµβεί το γεγονός της µετάβασης από την κατάσταση 1 στην κατάσταση
5:

• Ο 1-ος τρόπος είναι να γίνει η µετάβαση από την κατάσταση 1 στην κατάσταση 5 µέσω
τουλάχιστον 3 επιµέρους µεταβάσεων: (1→ 3→ 4→ 5).

• Ο 2-ος τρόπος είναι να γίνει η µετάβαση από την κατάσταση 1 στην κατάσταση 5 µέσω
µονοπατιών µε ανακύκλωση από την κατάσταση 1 πίσω στην 1 µεγέθους 3: (1 → 3 →
2→ 1)

• Ο 3-ος τρόπος είναι να γίνει η µετάβαση από την κατάσταση 1 στην κατάσταση 5 µέσω
µονοπατιών µε ανακύκλωση από την κατάσταση 5 πίσω στην 5, µέσω της κατάστασης 7.
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Τα µονοπάτια αυτά ϑα είναι είτε µεγέθους:

– 2: (5→ 7→ 5)

– 3: (5→ 6→ 7→ 5)

Εποµένως, τα δυνατά µεγέθη µονοπατιών είναι :

3 + 3k + 2m + 3n, k,m, n ≥ 0

΄Αρα, τελικά:
r15 > 0, για n = 3 ή n ≥ 5

(iii) Από τις καταστάσεις i = 1, 2, 3 υπάρχει ένα µονοπάτι µη-µηδενικής πιθανότητας, µέσω της
κατάστασης 3, σε οποιαδήποτε άλλη κατάσταση. Οπότε, για τις εν λόγω καταστάσεις, το
σύνολο των προσιτών καταστάσεων ϑα είναι :

• i = 1 : A(1) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
• i = 2 : A(2) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
• i = 3 : A(3) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

Από τις καταστάσεις i = 4, 5, 6, 7 υπάρχουν µονοπάτια µη-µηδενικής πιθανότητας, µόνο προς
τις καταστάσεις 5, 6, 7. Οπότε, για τις εν λόγω καταστάσεις, το σύνολο των προσιτών κατα-
στάσεων ϑα είναι :

• i = 4 : A(4) = {5, 6, 7}
• i = 5 : A(5) = {5, 6, 7}
• i = 6 : A(6) = {5, 6, 7}
• i = 7 : A(7) = {5, 6, 7}

(iv) Παρατήρηση: Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι :

• ΄Εµµονες καταστάσεις: Είναι προσιτές από όλες τις καταστάσεις της κλάσης τους, αλλά
όχι από καταστάσεις άλλων κλάσεων.

• Μεταβατικές καταστάσεις: ∆εν είναι προσιτές από όλες τις καταστάσεις της αλυσίδας.
‘Μεταβαίνουν’ κάπου, και το σύστηµα δε γυρίζει πίσω.

Με ϐάση την παραπάνω παρατήρηση, έχουµε:

• Οι καταστάσεις 5, 6, 7 είναι έµµονες, διότι µπορούµε να ϕτάσουµε σε αυτές από οποια-
δήποτε άλλη κατάσταση (είναι δηλαδή προσιτές από όλες τις καταστάσεις).

• Οι καταστάσεις 1, 2, 3, 4 δεν είναι προσιτές από τις 5, 6, 7, και ως εκ τούτου είναι µετα-
ϐατικές. Μόλις το σύστηµα µεταβεί σε κάποια από τις καταστάσεις 5, 6, 7 δεν µπορεί να
επιστρέψει στις καταστάσεις 1, 2, 3, 4.

Από την κατάσταση 5 το σύστηµα επιστρέφει πίσω στην κατάσταση 5 µε:

• 2 µεταβάσεις : (5→ 7→ 5)

• 3 µεταβάσεις : (5→ 6→ 7→ 5)

Ως εκ τούτου, το σύστηµα επιστρέφει στην κατάσταση 5 µετά από n ϐήµατα για οποιοδήποτε
n ≥ 2. Εποµένως, το σύστηµα είναι απεριοδικό.
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(v) Οι καταστάσεις 5, 6, 7 σχηµατίζουν µια κλάση επικοινωνίας (επικοινωνούν όλες µεταξύ τους,
αλλά καµία µε τις εξωτερικές καταστάσεις).

Προσοχή: Οι καταστάσεις 1, 2, 3 δεν αποτελούν κλάση επικοινωνίας, διότι οι καταστάσεις σε
µια κλάση επικοινωνίας ϑα πρέπει να είναι έµµονες-και αυτές δεν είναι (π.χ. αν το σύστηµα
µεταβεί από την κατάσταση 3 στην κατάσταση 4 δεν υπάρχει επιστροφή).

(vi) Για τη δηµιουργία µίας µοναδικής κλάσης επικοινωνίας πρέπει να προστεθεί 1 µετάβαση:
Για παράδειγµα, προσθέτοντας µια µετάβαση από την κατάσταση 5 στην κατάσταση 3 ϑα
επιτρέπαµε τη µετάβαση σε κάθε κατάσταση από οποιαδήποτε άλλη κατάσταση.

Γενικότερα: Οποιαδήποτε µετάβαση από την κλάση επικοινωνίας των 5, 6, 7 σε κάποια από
τις 1, 2, 3 ϑα πετύχαινε τον ίδιο στόχο.

΄Ασκηση 3

Μία οµάδα ποδοσφαίρου χαρακτηρίζεται ως ¨οµάδα ψυχολογίας¨ όταν η απόδοσή της είναι άµεσα
συνδεδεµένη µε το ηθικό των παικτών της : Το αποτέλεσµα ενός παιχνιδιού εξαρτάται από αυτό
του προηγούµενου. Συγκεκριµένα, όταν η οµάδα κερδίζει ένα παιχνίδι, τότε είτε κερδίζει και το
επόµενο µε πιθανότητα 0.7, είτε ϕέρνει ισοπαλία µε πιθανότητα 0.3. ΄Οταν ϕέρνει ισοπαλία, τότε είτε
κερδίζει το επόµενο παιχνίδι µε πιθανότητα 0.4, είτε ϕέρνει ισοπαλία µε πιθανότητα 0.3, είτε χάνει
µε πιθανότητα 0.3. Τέλος, όταν χάνει ένα παιχνίδι, τότε είτε χάνει και το επόµενο µε πιθανότητα
0.5, είτε ϕέρνει ισοπαλία µε πιθανότητα 0.4, είτε απογοητεύεται τελείως και σταµατά να παίζει µε
πιθανότητα 0.1.

(i) Να ορίστε επακριβώς τις καταστάσεις, καθώς και την αλυσίδα Markov µε το µικρότερο αριθµό
καταστάσεων που περιγράφει πλήρως την εξέλιξη των παιχνιδιών της οµάδας.

(ii) Να σχεδιάσετε το γράφηµα της αλυσίδας.

(iii) Να προσδιορίστε τον Πίνακα Πιθανοτήτων Μετάβασης, που αντιστοιχεί στην συγκεκριµένη
αλυσίδα Markov.

(iv) Να προσδιορίσετε τις µεταβατικές και έµµονες καταστάσεις της αλυσίδας.

(v) Αν το αποτέλεσµα του 1-ου παιχνιδιού είναι ισοπαλία, να υπολογίσετε τη δεσµευµένη πιθα-
νότητα ότι η οµάδα ϑα τα παρατήσει και ϑα σταµατήσει να παίζει αµέσως µετά το 3-ο παιχνίδι.
Να υπολογίστε την ίδια πιθανότητα, δεδοµένου ότι η οµάδα κερδίζει στο 1-ο παιχνίδι. Τι
παρατηρείτε ;

Λύση

(i) Ορίζουµε τις εξής 4 καταστάσεις : {V : νίκη, D : ισοπαλία, L : ήττα, Q : παραίτηση}.

(ii) Το γράφηµα της αλυσίδας ϕαίνεται στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 3(ii).
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(iii) Με ϐάση το γράφηµα της αλυσίδας του σχήµατος 3, ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης ϑα
είναι :

P =


0.7 0.3 0 0
0.4 0.3 0.3 0
0 0.4 0.5 0.1
0 0 0 1


(iv) Παρατήρηση: Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι :

• ΄Εµµονες καταστάσεις: Είναι προσιτές από όλες τις καταστάσεις της κλάσης τους, αλλά
όχι από καταστάσεις άλλων κλάσεων.

• Μεταβατικές καταστάσεις: ∆εν είναι προσιτές από όλες τις καταστάσεις της αλυσίδας.
‘Μεταβαίνουν’ κάπου, και το σύστηµα δε γυρίζει πίσω.

Με ϐάση την παραπάνω παρατήρηση, έχουµε:

• Η κατάσταση Q είναι έµµονη, διότι µπορούµε να ϕτάσουµε σε αυτή από οποιαδήποτε
άλλη κατάσταση (είναι δηλαδή προσιτή από όλες τις καταστάσεις).

• Οι καταστάσεις V,D,L δεν είναι προσιτές από την κατάσταση Q, και ως εκ τούτου είναι
µεταβατικές. Μόλις το σύστηµα µεταβεί στην κατάσταση Q δεν µπορεί να επιστρέψει στις
καταστάσεις V,D,L.

(v) ΄Εστω Xn η κατάσταση της αλυσίδας Markov στο τέλος του n−οστού παιχνιδιού, και έστω το
γεγονός :

A : {Η οµάδα τα παρατάει µετά το 3-ο παιχνίδι | Το 1-ο παιχνίδι είναι ισοπαλία}

Με χρήση του γραφήµατος της αλυσίδας Markov στο Σχήµα 3, καθώς και των δεσµευµένων
πιθανοτήτων, έχουµε ότι :

P (A) = P
(
{3ο παιχνίδι είναι ήττα και η οµάδα τα παρατάει} | X1 = D

)
= P

(
{3ο παιχνίδι είναι ήττα} | X1 = D

)
· P ({Η οµάδα τα παρατάει} | X3 = L)

= P (X3 = L | X1 = D) · PLQ

=
[
P (X3 = L,X2 = L | X1 = D) + P (X3 = L,X2 = D | X1 = D) +

P (X3 = L,X2 = V | X1 = D)
]
· PLQ

=
[
P (X3 = L | X2 = L) · P (X2 = L | X1 = D) +

P (X3 = L | X2 = D) · P (X2 = D | X1 = D) +

P (X3 = L | X2 = V ) · P (X2 = V | X1 = D)
]
· PLQ

= (PLL · PDL + PDL · PDD + PV L · PDV ) · PLQ

= (0.5 · 0.3 + 0.3 · 0.3 + 0 · 0.4) · 0.1 = 0.024

΄Εστω το γεγονός :

B : {Η οµάδα τα παρατάει µετά το 3-ο παιχνίδι | Το 1-ο παιχνίδι είναι νικηφόρο}
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Με χρήση του γραφήµατος της αλυσίδας Markov στο Σχήµα 3, καθώς και των δεσµευµένων
πιθανοτήτων, έχουµε ότι :

P (B) = P
(
{3ο παιχνίδι είναι ήττα και η οµάδα τα παρατάει} | X1 = V

)
= P

(
{3ο παιχνίδι είναι ήττα} | X1 = V

)
· P ({Η οµάδα τα παρατάει} | X3 = L)

= P (X3 = L | X1 = V ) · PLQ

=
[
P (X3 = L,X2 = L | X1 = V ) + P (X3 = L,X2 = D | X1 = V ) +

P (X3 = L,X2 = V | X1 = V )
]
· PLQ

=
[
P (X3 = L | X2 = L) · P (X2 = L | X1 = V ) +

P (X3 = L | X2 = D) · P (X2 = D | X1 = V ) +

P (X3 = L | X2 = V ) · P (X2 = V | X1 = V )
]
· PLQ

= (PLL · PV L + PDL · PV D + PV L · PV V ) · PLQ

= (0.5 · 0 + 0.3 · 0.3 + 0 · 0.7) · 0.1 = 0.009

Παρατηρούµε λοιπόν ότι, στην περίπτωση που το 1-ο παιχνίδι είναι νικηφόρο αντί για ισο-
παλία, η οµάδα τα παρατάει µετά το 3-ο παιχνίδι µε πιθανότητα µικρότερη κάτα περίπου
2/3 = 66.66% (για την ακρίβεια : 0.024−0.009

0.024 = 0.015
0.024 = 0.625 = 62.5%).

΄Ασκηση 4

Μία αλυσίδα Markov περιγράφεται από τον ακόλουθο Πίνακα Πιθανοτήτων Μετάβασης:

P =



0.5 0 0 0 0.5 0 0
0.3 0.4 0 0 0.2 0.1 0
0 0 0.6 0.2 0 0.2 0
0 0 0 0.5 0 0 0.5

0.3 0.4 0 0 0.3 0 0
0 0 0.4 0.6 0 0 0
0 0 0 0.6 0 0 0.4


(i) Να σχεδιάσετε το γράφηµα της αλυσίδας.

(ii) Να προσδιορίσετε τις µεταβατικές και έµµονες καταστάσεις της αλυσίδας.

(iii) Να προσδιορίσετε τις κλάσεις επικοινωνίας της αλυσίδας.

(iv) Να υπολογίστε τα όρια : limn→∞ p41(n), limn→∞ p66(n)

Λύση

΄Εστω i, i = 1, 2, . . . , 7 οι καταστάσεις της αλυσίδας Markov.
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(i) Το γράφηµα της αλυσίδας απεικονίζεται στο Σχήµα 4:

Σχήµα 4: Το διάγραµµα καταστάσεων για την ΄Ασκηση 4.

(ii) Παρατήρηση: Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι :

• ΄Εµµονες καταστάσεις: Είναι προσιτές από όλες τις καταστάσεις της κλάσης τους, αλλά
όχι από καταστάσεις άλλων κλάσεων.

• Μεταβατικές καταστάσεις: ∆εν είναι προσιτές από όλες τις καταστάσεις της αλυσίδας.
‘Μεταβαίνουν’ κάπου, και το σύστηµα δε γυρίζει πίσω.

Με ϐάση την παραπάνω παρατήρηση, έχουµε:

• Οι καταστάσεις 4, 7 είναι έµµονες, διότι µπορούµε να ϕτάσουµε σε αυτές από οποια-
δήποτε άλλη κατάσταση (είναι δηλαδή προσιτές από όλες τις καταστάσεις).

• Οι καταστάσεις 1, 2, 3, 5, 6 δεν είναι προσιτές από τις 4, 7, και ως εκ τούτου είναι µετα-
ϐατικές. Μόλις το σύστηµα µεταβεί σε κάποια από τις καταστάσεις 4, 7 δεν µπορεί να
επιστρέψει στις καταστάσεις 1, 2, 3, 5, 6.

(iii) Οι καταστάσεις 4, 7 σχηµατίζουν µια κλάση επικοινωνίας (επικοινωνούν µεταξύ τους, αλλά
καµία µε τις εξωτερικές καταστάσεις).

Προσοχή: Οι καταστάσεις 1, 2, 3, 5, 6 δεν αποτελούν κλάση επικοινωνίας, διότι οι καταστάσεις
σε µια κλάση επικοινωνίας ϑα πρέπει να είναι έµµονες-και αυτές δεν είναι (π.χ. αν το σύστηµα
µεταβεί από την κατάσταση 3 ή την κατάσταση 6 στην κατάσταση 4 δεν υπάρχει επιστροφή).
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(iv) Για τον υπολογισµό των Ϲητούµενων ορίων, έχουµε:

• Εφόσον δεν µπορούµε να µεταβούµε στην κατάσταση 1 από την κατάσταση 4, ϑα είναι :

lim
n→∞

p41(n) = 0

• Εφόσον η κατάσταση 6 είναι µεταβατική κατάσταση, ϑα είναι :

lim
n→∞

p66(n) = 0


